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BERTRETE A ai 


Uber die Verteilung der quadratischen Reste. 


(Von Herrn Lows Ü. Karpinski in Oswego, New York, U. S. A.) 


I. der Abhandlung „De nexu inter multitudinem celassium, in quas 
formae binariae secundi gradus distribuuntur, earumque determinantem“, die 
sich in Gauß Werken, Bd. II, befindet, hat Gauß die Formeln aufgestellt 
für die Verteilung der quadratischen Reste in Oktanten und Zwölftel für 
beliebige Primzahlen — außer der Verteilung in Zwölftel für die Prim- 
zahlen von der Form 4r+3. Der Beweis ist von Dedekind unter den 


18 


Bemerkungen zur Abhandlung „De nexu u.s. w. in demselben Bande gegeben. 
und der Beweis zeigt auch, wie man ähnliche Formeln für die Verteilung 
in Zwölftel für Primzahlen von der Form 4r-+3 herleiten kann. 

Wenn P eine positive, ungerade und durch kein Quadrat teilbare 
Zahl ist, so werden wir mit C,,C,, (5. C,,C, u.8.w. die Anzahl der nicht 
eigentlich äquivalenten eigentlich primitiven Formen für die Determinanten 
— P,—-2P, —-3P, —5P, —6P u.s.w. bezeichnen. 

Mit 5: bezeichne ich & (5); setze also 5} = 2 (3): wo s, alle ganzen 


> 


r ” . / P . 
Zahlen durchlaufen muß, welche zwischen (r—1)-- und r P liegen. 
di / 5 
Die Zahlen s, im Komplex stimmen mit den Zahlen (P—s,_,,,) im 


, = Rh en Na | 
Komplex überein. Folglich ist 5: = ( D ) S»_,41. Daraus folgt, daß man nur 


* 1 # r ' 
die ersten zn oder „(n+1) der Zahlen S: berechnen muß. 


we 


Die Verteilung der quadratischen Reste in Oktanten ergibt sich aus 
folgenden Formeln: 
= 2848), 0,= 28-8) 
oder 
G = S48+S5+8, 0,=2(3%+83), 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 1. | 














2 Karpinski, über die Verteilung der quadratischen Reste. 
je nachdem ?P= 1 oder = 3 (mod. 4) ist, und aus 


+8 (SH) S, 


) “) 
In) RE ji... ‘8 maN\ ci 
+8 =(,)8+(7)8 
und S+95+95+5} = 0, P=1 (mod. 4). C, und U, sind von Dirichlet*) 
gegeben. Die dritte und vierte Bedingung ergibt sich durch Berück- 
sichtigung des Umstandes, daß die Zahlen s, und s, im Komplex mit den 
Zahlen 2s, und P—2s,, und ebenso die Zahlen s; und s, im Komplex mit 
den Zahlen 25, und P—2s, übereinstimmen (Dedekind). Die Gleichung 
S+S+95+9=8=0, P=1 (mod. 4) 
folgt aus Dorichlet-Dedekind Zahlentheorie, $ 52, wenn man berücksichtigt, 
—] Su 
dab ( D ) = +1 ist für ?=1 (mod. 4). 
Die Verteilung in Zwölftel ergibt sich ähnlich, Wie vorher ist 
G=2(8°+8°+9) G=2(S?+8?°-9°— 8% 
oder 
C, = 2(S?+P+S248), 
je nachdem ?=1 oder = 3 (mod. 4) ist. 


So auch 
112 12 2 192 — . 12 
Di +} u = (5) Dı + ( 5) De; 


+ = (HZ) SE, 


+8 = (5) HZ) 5 
und ebenso 


SH STH 


12 12 Y 3 19 3 112 —3 11° 

SP+5?+8? = (5) 8465) E4+(Z)8? 

*) Dirichlet, Recherches sur diverses applications de l’analyse iofinitesimale a la 
theorie des nombres, in diesem Journal XIX und XXI. 

© für P=3 (mod. 4) vorher von Jacobi gefunden, Observatio arithmetica, in 


diesem Journal IX. 
Siehe auch Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, fünfter Abschnitt. 





und im Falle P= 1 (mod. 4) die Summe 


(mod. 4); folglich ist ©, gleich 


. Br, 
läuft, die >0 und ei sind. 


oder 


oder 


SPHSPHSPHSPHSPHSE = 0. 


C, ergibt sich wie folgt: 
Es sei P von der Form 12r+1, oder 12r-+5, dann ist 3P 


— Sr r 
(57), wo s, alle ganzen Zahlen durch- 


Daher ist für P= 12n-+1: 


ch (sp +gp)+g2)+ | 4) 


- DH ++ 





++ +++] 


n G)+G)+ E ;)4 Br: N} 
hi (+ (+ (5)+ EARN C- — 3 








oder, weil (>) = +1 ist, 


oder 


so ist 





(+ ie )+- +(65)]+ [5)+(5)+- 





eezeltihe 4, Gen+0),. -+()] 


12 ‚12 2 _ G12 12 _ Q12 12 __ Q2 
Su = =, 9 = D4; DI =D, 0 = NG; 


Au 12 12 12 12 12 12 12 12 2 12 
Q; =D +82 +9 +94 + +92 95 6 u Yaadı, Dual 
Be 2 (SH 8° —80). 
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+ ') 
IH] 








+()] 


=(5) ++ r »h+6G) (+++ 
"SIEH +9]: 


Weil aber (5) = (2) = +1 ist, und 


_g2 
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Im Falie ?P= 12n+5 ist 


IH =D 


3 P= 36n-+ 15, und s, durchläuft alle ganzen Zahlen, die > 0 und <18n-+8 
sind. Die Summen für C, lauten dann 


(Fer ee 


II - TH I] 


je r25 24 Eu PyE3 BT nu 4 ] 


HH HH +] 


woraus sich ebenfalls ergibt 
(, = 2 (S? +SP SP _ SP). 
Im Falle P 3 (mod. 4) ist 3 P == 1 (mod. 4), und infolgedessen ist 


(', gleich x 5); wo s, alle ganzen Zahlen durchläuft, die der Bedingung 
5 


- ' ‚sP»r — 1\ . i 3 | . 
genügen 1 <,<7. ( 5) ist gleich —1, und (5) = +1 oder —1, je 
nachdem P von der Form 12r-+7 oder 12n+11 ist. Mit dieser Unter- 


scheidung ergibt sich ganz analog für beide Fälle, daß 


= 2 (SP+SP+ 8489) 


4 





oder 





Ist. 

Die Formeln für die S? und 5!” sind in den oben erwähnten Bemer- 
kungen von Dedekind bewiesen, und gelten für jede positive, ungerade und 
durch kein Quadrat teilbare Zahl. In dieser Untersuchung habe ich die 
Formeln für die Verteilung der quadratischen Reste und Nichtreste in den 
Vierundzwanzigsteln für jede positive ungerade und durch kein Quadrat 
teilbare Zahl, und in den Zehnteln für alle solehe Zahlen, die kongruent 
3 (mod. 4) sind, neu hinzugefügt. 

Aus der Gleichung 5! = (>) S’_,.;.ı kann man schließen, daß für 
jedes ungerade n, wenn ?P_ 3 (mod. 4) ist und » nicht als Teiler enthält, 
Sa = 0 ist, und folglich, daß im ("FT ).ten n-tel die Anzahl der mit 


teilerfremden Zahlen gerade ist. 
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. 4 ] ‘ 


In direktem Zusammenhang mit der Verteilung in Oktanten und 
ZAwölftel steht die Verteilung in Vierundzwanzigstel. Mit Hinzufügung der 


Konstanten C, lassen sich ähnliche Formeln aufstellen. 
GC = (SECHS SSH. 
C, = 204 SPHSP-S- 81-8), 
G = 2 (5745455459550 - 1-52). 
0 = 2a HSH SP HEISS N—25%) 
oder 
Ges HH SH HS NP HS HSEHSH EST, 
+4 2. (824 ML LSPLSPL 5 
G = 25H HIHI HI HN HIT HS). 
O2 SH HS HS HS SH HSH SS, 


je nachdem P = 1 oder 3 (mod. 4) ist. 
Ferner ist 
ABER Bi en 
SS, 
9: 


+) 


24 24 I —_ 4 f sus Zi \ 24 
N; +9; vu (5) D; zn u p ) Dits 
‘24 24 2 4 u 24 
D5 TD6 er (5 D3 + ( P ) D10% 
’,) > 4 
TI 


24 24 
Ss 


10 


24 24 
DıtP2 m ( 
und 

‘) ‘ [2] 
"24 ‘24 ef» 24 =. 24 ı [P’\ ga 
Dı +» +93 — (5) D; +( pP ) Dg By \PJ Dg . 
\ Oo 7 
24 124 24 ) na .) 2 2 p) 
D4 +8.-+4086 = . ;) "rg + ( P ) DI, + (5) un 
13) ‚* 
24 24 24 12 rn te & 24 
7 ‚oo 
4 1.0 QM IN a (IN a, (d\ 
Du -SutDı1 ur ) DS, + \ ) N; ir ) D12. 
12 


Es ist noch 5; = ES" = 0, P== 1 (mod. 4). 


r=| 


BE EN. 





ee a u a ie 
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Unter diesen elf Gleichungen gibt es in beiden Fällen acht, die 
von einander unabhängig sind. So lassen sich mit den vier Gleichungen 
von oben, für beide Fälle, die Werte S}*, S3*, 55 u.s.w. bestimmen. In 
Übereinstimmung mit Gauß*) bezeichnen wir mit (r) die Anzahl der qua- 
dratischen Reste von p, die zwischen (r—1) £ und r£ liegen, worin p eine 
Primzahl ist. 

Erster Fall: »y = 24n+1. 


G=2, G=23u, 6G,=6r, G=2s, 
1 
(1) = (24) = I (@n+t+r+s), 
(2) = (6) = (8) = (12) = (13) 
= (17) = (19) = (23) = 4 (2n+t+r-9), 


(3) = (9) = (16) = (22) = (2n-t+u-2r), 
(4) = (21) = : (2n—t—u+4r), 
(5) = (20) = , (An+i-dr+s), 


(7) = (11) = (14) = (18) = 5 (@n-3t4r+), 


(10) = (15) Br n On+3t-u-2r). 


Durch Addition bekommt man die Formeln für die Verteilung in 
Sechstel. Die Gleichungen für die S° lauten dann 
So == Se = &.. 


t Y “ “ 1 Yy 
8, == D; == > = Ds = “u (rn. 


Zweiter Fall: p = 24n-+5., 
G=32t:, G=2u G=6r, G=4s, 


(1) = (11) = (14) = (24) = (2n-u+s), 


(2) = (12) = (13) = (23) =! (2n+u-s), 


*) @auß Werke, Bd. II, Seite 288—291. 








(3) = (22) 


(4) = (21) 
(5) = (20) 
(6) = (19) 
(7) = (18) 
(8) = (17) 
(9) = (16) 


(10) = (15) 
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der quadratischen Reste. 


| 
Z 
1 
4 
1 
x 
1 
4 
1 
4 
1 
4 
1 
4 
1 
4 


Die Gleichungen für die S° lauten 


‘6 a ‘6 2 


ur Y 
= —-S=- 


Dritter Fall: » = 24n+13. 
(=2t, (,=2u, 


(1) = (6) = (N) = (11) = (14) = (18) 


(2) = (6) = (19) = (23) 
(3) = (22) 
(4) = (15) = (10) = (21) 
(8) = (17) 
(9) = (16) 
(12) = (13) 


Die Gleichungen für die S? lauten dann 


S s = Se = (0 5 


“6 ‘6 
>, = — 3 —— 


ud >: _— Ss» 


6 6 
GERN 4 = N - 


Q, = 4r, 


\ 


| 


= U 





(2n—t+u), 

(Zn+t— u), 

2ntu+s+2 
(Zn+2t-u—s), 
(Zn—2t+u-+s), 
(Zn—u+6r—s), 
(2n+t+u—6r), 


(2n—t—u+2). 


( 4 == 4s. 


(20) = (24) = | (2n-t+9), 
1 N 

r (Zn+3t—s+2), 

| (2n—3t 

4 ( n—St-+-u), 

1 

7 (Zn+t—u+2), 
(2n—t+2r—s+2), 


(Zn+t+u—2r), 


=; (2n—t—s+2). 


5 





5 63- 


1] 





io 6) 
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Vierter Fall: p = 24n + 17. 
0, =2t G,=2u, G=6r, ,=hs, 


(10) = (15) = —- (2n—u+r+s). 


(1)= (11) = (14) = (24) = 5 (An-u+r+s), 
(2) = (12) = (13) = (23) = | (Antu+r-s+2), 
(3) = (22) = 4 (2n+t+u-2r +2), 
(4) = (21) = (2n-t-u+4r), 
(5) = (20) = , (2n+u-5r+s+2), 
(6) = (19) = (@n+2t-u+r—s+2), 
7) = (18) =, @n-2ttutr+s), 
(8) = (17) = 1 (n-u+r—s+2), 
(9) = (16) = (2n-t4u-2r+2), 
1 
4 


Die Gleichungen für die SÜ lauten: 


| n rs 
6 6 
DD, = Dg = 2 ( 33 
od 
ut Ps St Zus aNE a N E 1 (Ü 
— — — } —— 6 3 


Fünfter Fall: »y = 24n +7. 
C; =t, G6,=4u, Q; = 4r, Cs ko 4s, 


= &)=4 (@n+2t-r-5), 
2) = (6) = (13) = (20) = I (@n-r+s), 
(3) = (10) = ; (2n-2u+2r), 


(4) 


l 


ı (@n+2u+2), 








ee 


Karpinski, über die Verteilung der quadratischen Reste. ' 


(5) = (12) = (19) = (23) = 4 (2n+r-5), 


(7) = . (2n+r+s+2), 
(9) = + (2n-2t+2u), 
(11) = I (An-3r+s+2), 
(14) = 1 (@n+3r—s+2), 
(15) = (22) = , (2n+2u-2»), 
16)= =; (2n+2t-2u), 
(17) = (24) = | (en-2ttr+9), 
(18) = 4 (@n-r-s+2), 
(21) = 4 (2n-2u+2). 


Die Gleichungen für die S° lauten 
yo = D, = Sa — ( 1» 
Bean. 


3 6 


Dieser Fall ist besonders bemerkenswert, weil alle sechs Werte 


57,83, u.8.w. denselben absoluten Wert haben. 


Sechster Fall: p = 24n +11. 
(= 3, Go = 2u, (G,=Ar G=4s, 


(= : (2n+2t-u+r—s), 
@) = @ntu-3r+9) 
(3) = 4 (@n+t-u+2r+2), 
4) = 4 (@n-t+u), 


= 1 
(5) = 1 (AZn+u—-r—s+2), 
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(6) = 
(7) = 
(8) = 
(9) = 


(10) = 


(2n—2t—-u+r-+s), 
On+2t—-u-r+s+2), 
@n+u+r—s), 

(An +t+u+2), 
(Zn—t—u-+2r), 

1) = 


(12) = 


Qn+u-r+s+2), 
(Zn+4tl—-u—r—s), 
(13) = 4 (2n—-4t+u+r+s), 
(14)=, (@n-u+r—s+2), 
(15) = 
(16) = 


(17) = 


(2n+t+u-2r), 


2n—-t—u+r2), 


” » . 
(2n—u—r-+Ss), 


(18) = — (2n—2t+u+r—s+2), 
(19) = (2n+2t+u-r-5), 
20) = —- (2n—u+r+s+2), 


Hupe lm alu ala ala am a a m ala ala el el 


(21) = - (Zn-+t— u), 

(22) = 4 (2n-t+u-2r+2), 

(23) =; (@n-u+3r-9), 

(24) = 4 (An-2t+u-r+s). 
t=-8=30, 3=-8=0, $=-8=30, 





Vi RAN a wer Be RA 1er 


Karpinski, über die Verteilung der quadratischen Reste. 11 
Siebenter Fall: p = 24n+19. 


0 =t, U, = 2u. U, — Ar. G.=4s, 


1)=-— (2n+t+r—s), 


vn | dh 


2) = 4 (n+3t-3745+2), 
(3) =; (@2n-t-u+2r+2), 
(4) = 4 (@n-5t+u+2), 

(6) = , (2n+3t—r—s), 

(6) = 4 An-t4r+s+2), 
(D)= 4 (antt-r+s42), 


(8) er (14) — - (2 7 -- 9t-+ r—s -+- 2), 


(9) = (Zn—t+u-+2), 


x 


bb | de 


| 


(An—t-+ u—2r), 


I 


EN 
in 
er 

at 

( 
En 


(On+t—u+?2), 


(15) = z (2n—t+r—s+-2), 
(19) = - (An+t—r—s+2), 
(20) = 4 (An-ät+r+9), 
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(21) = n (2n+5t—-u+2), 
(22) = r (2n+t+u—2r+2), 
(23) = I (2n—3t+3r—s+2), 
(24) = - (2n—-t—-r+Ss). 
Die Gleichungen für die 5} lauten 
=--9=-89=-% =-; Ci, 


ur % I 
Ne : == en Dz =— ( 1 . 


Achter Fall: p = 24n-+ 23. 
Get G= 44, G=4r,:0 =4s, 


(1) zu : (Zn+2t—-2u—r-s), 
(2) = (13) = — (2n+2u—r+s+2), 
(3) = (10) = — (2n—2u+2r+2), 
Y= ()=4 (@n+2u+2), 

5) = (19) = — (AZn+2u+r—s+2), 


(6) = (20) = — (2n—2u—r+s+2), 


CIE 24% 5 (2n—2u+r+s+2), 
(8) = (18) = — (2n+2u—r—s+2), 


(11) = — (2?n+2u—-3r+s+2), 


ale alu lm ala anal 


(12) = (23) = — (2n—2u+r—s+2), 


(14) = — (2n—-2u+3r—s+2), 


(15) = (22) (2n+2u—2r+2), 


Hin | Hl Kan 
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(16) = (21) = 4 (@n-2u42), 


(24) = (2n—2t+2u+r-+s). 


Die Gleichungen für die 5} lauten: 


"IRRE SPRR 
) 1 


5; = S; - NS = SI; =. 


4 


Dieser Fall ist bemerkenswert, weil die vier auf einander folgenden 
Werte 55, 53, 53 und 5? alle gleich Null sind. 

Es ist zu bemerken, daß sich die Perioden (3), (4), (9) und (10), 
die sich aus der Verteilung in Oktanten und Zwölftel ergeben, in diesen 
Formeln von (€, ganz unabhängig zeigen. 

Die Gleichungen, aus denen sich diese Formeln ergeben, zeigen 
auch, daß für alle Zahlen von der Form 24n-+11, und 24r +19 die 
Summe S7'+92°+953’°+57°+985'+55° gleich Null ist. Dieser Satz läßt sich 
leicht beweisen für alle Zahlen von der Form 8r+3. Da die Zahlen 
25, und P—2s, mit s,; und 5, sowie 25, und P—2s; im Komplex mit s; und 
s, übereinstimmen, folgt 


St = —-NSI+8,, 
‘8 'S U 'S 
BT =—-DITO 


und daraus S}+S} oder S} = 0, oder für alle Primzahlen von der Form 
8n+5 ist die Anzahl der quadratischen Reste gleich der Anzahl der 
quadratischen Nichtreste im ersten Viertel. Für Zahlen von der Form 
8n+7 ergibt sich ähnlich, daß die Anzahl der Reste im zweiten Viertel 
gleich der Anzahl der Nichtreste in demselben Viertel ist, weil 5} = 0 ist. 

DieeGleichungen geben uns in vielen Fällen Näheres über die 
Klassenanzahl, z. B. daß C, für alle Zahlen von der Form 24n-+1., 2dn+» 
und 24n+17 ein Vielfaches von 6 ist, u. s. w. 

Noch eine Verteilung läßt sich durchführen. Man bemerkt, dab €, 
und C, lineare Funktionen sind von den Verteilungen in den Zehnteln bei 
Zahlen, die kongruent 3 (mod. 4) sind, nämlich 


ÜÖ, u SWS" 4 SW Ss" LS, 
FOREN 2SY +45W412S", 
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Bemerkt man ferner, daß die Zahlen 


10 


s und s} 





) 


im Komplex mit den Zahlen 2s}’ und P—2s}’, 


s; und s} im Komplex mit den Zahlen 25!’ und P—2s!' 


und 


10 10 10 10 


,9,53,8%,%5 mitds, 2P-58, ds, —P, P-5s), und 5s!!—2P 


übereinstimmen, so BR sich für alle Fälle drei von einander unabhängige 
Gleichungen. Diese Gleichungen stellen sich ERWIN dar: 


SIı SV — sun @) Br {2 p gl 


So sw _ ) 4 5 sw 


r ) 
SYS" +8 +87 +95 = (5) j so+ (7 D * Se+[ & rn 2 >) s: Su + % & Se 


Daraus und aus den ersten zwei Gleichungen folgen die Formeln 
für die Verteilung in Zehntel der quadratischen Reste von beliebigen Prim- 
zahlen, die kongruent 3 (mod. 4) sind. Für beliebige ungerade Zahlen, die 
keinen Quadratfaktor enthalten, lauten die Formeln, wie folgt: 


P=40n+3 oder P= 40n +27. 


ED: u 
Sv—_ SU_Q, 


10 


— 


M-SP-- 20-10, 
S; u N; .. Sg. NER : Q; r 7 G;, 
sw ” -0,+7 6, 
sw ER ee ei Z C,. 
P=40n+7 oder — 40n-+23. 
sw _ 0-2 6 
2=St- 30-10, 
| 
ge” von 5 CG+ - &s, 


) 
No) e En 
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‘ 1 W l 7 
110 u, ER 
> = D- zn Da = P) ( f = 15 . 
1 er 
10 25 / 
% =5U-40 
2 
UV) ' 
5a 04 5 0: 


P=40n+11l oder 40r-+19. 


1 
10 / 
or is : Q. 
> 
10 10 10 ] \ 
Ds m I = Nor m ( . 
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P=40n+31 oder 40n-+39. 
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Aus diesen Formeln kann man verschiedene Sätze über die Zahlen, 
die nicht prim zum Modul sind, ableiten. Für Zahlen von der Form 
40n+3 oder 40r+27 ist die Anzahl der Zahlen, die nicht prim zum 
Modul sind, im ersten Zehntel eine gerade Zahl. Für Zahlen von der 
Form 40rn-+11 oder 40r-+19 ist die Anzahl der Zahlen im ersten Zehntel. 








16 








Karpinski, über die Verteilung der quadratischen Reste. 


die nicht relativ prim zum Modul sind, eine gerade oder eine ungerade 
Zahl, je nachdem Ü, eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, u. s. w. 


Die korrespondierenden Formeln für Primzahlen folgen. 


Erster Fall: p = 40n+3. 


G= U = 2, 
(1) = (10) = 2%, 


(2)= (5) = (8) = 4 (8n+t-n), 


3) = ()= ()= En-t4»), 
(4) = 4 (8n+t+V+2), 
(7) = 4 (8n-1-0+2). 


Zweiter Fall: p = 40n-+27. 


G,=t 6, =%b, 
(1) = (10) = 2n-+1, 


2)= ()= (8) = (8n+t-r+6), 
3)= (6)= (=, (8n-t+V+6), 
(4) =, (Bn+t+0+4), 


(7) =, (8n-1-0+4). 


Dritter Fall: »p = 40n +7. 


Y Y » 
C, =1, U, un bo, 


l) =5(4ntt-), 

(2) = (6) = 4 (En+t-v+2), 
8) =z &n-t430+2), 
) =4 &ntt-v), 


ya 
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(5) = (9) = 4 (&n-t+,+2), 
MD = 4 @n-tH4r), 

(8) = 4 (8n+t-3v+2), 
(10) = 5 (An-t+r). 


Vierter Fall: p = 40n +23. 


Ö, = t, U, — br, 


(1) = - (4n+t—v+2), 
(2) = (6) = 4 (Bn+t-v+4), 
(3) = : (8n—t+3v+4), 
(4) = , (Bn+t-v+6), 
(5) = (9) =; Bn-t+Hr+), 
(9) = 2 (8n—t+v+6), 
(8) = - (Sn+t—3v+4), 
(10) = r (8n—2t+2v+4). 


Fünfter Fall: » = 40n-+11. 
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EC, 

(1) = > (An+t+1), 

(2) = (N) = (8) = ; (8n-20+2), 

(3) = (4) = (9) = | (8n+2v+2), 

(5) = 5 (8n+4t-2v+2), 








(6) = 4 (8n-41+20+2), 


(10) — > (An—t+1). 


Sechster Fall: » = 40r+19. 
G=8t, 6, =8, 


(1) = 5 (An+t41), 

(2) = (7)= (8) = | (8n-4r+4), 

(3) = (4) = (9) = ; (8n+4v+4), 

(5) = ı (8n+41—4v+4), 
(6) == - (Sn—4t+4v+4), 
(10) = , (4n-t41). 


Siebenter Fall: » = 40n+31. 
RER UNE ® 98 


(1) = 5 (An+t—2v+3), 

(2) = (6) = (7) = y (dn+0+3), 

(3) = , (4n+30+43), 

(4) = (5) = (9) = 5 (4n-0+3), 

(8) = 5 (dn-3043), 
(10) = 5 (4n—14 2043), 


Achter Fall: p = 40n+39. 
G, =1,.0, = 24; 


(1) = - (An+t—4v+3), 
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| (2) = (6) = (7)= , (4n+2v+4), 


N 


(3) = ! (An+6v+4), 
(4) = (5) = (9) 
(8) = 


ai 
(10) = , (4n—1420+3). 


L 


\ 


DVD| 


(4n—2v+4), 


(4n—6v+4), 


N 


Zur Geschichte unseres Problems ist noch folgendes zu bemerken: 

In letzter Zeit sind drei interessante Arbeiten von (@laısher auf diesem 
(sebiete erschienen. 

(Haisher: Quarterly Journal of Mathematics, 

Vol. 33, pp. 289 u. f., Formulae derived from (Gauss’s Sums, with 
application to the series connected with the number of elasses of a binary form; 

Vol. 34, No. 1, On the distribution of the numbers for which 


(7) =1lor —1 


in the octants, quadrants, ete. of P; 
Vol. 34, Numbers 2 and 3, On the expressions for the number of 
classes of a negative determinant, and on the numbers of positives in the 
octants of P; 
und von (@. Osborn, Messenger of Mathematies, July, 1895, Some 
properties of the quadratic residues of primes. 











Über die Darstellung der endlichen Gruppen 


durch gebrochene lineare Substitutionen. 
(Von Herrn J. Schur in Berlin.) 


Das Problem der Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen bei gegebener Variabelnzahl n (rn >> 1) gehört zu den schwierigsten 
Problemen der Algebra und hat bis jetzt nur für die binären und ternären 
Substitutionsgruppen seine vollständige Lösung gefunden.*) Für den allge- 
meinen Fall ist nur bekannt, daß die Anzahl der in Betracht kommenden 
Typen von Gruppen eine endliche ist;”*) dagegen fehlt noch jede Über- 
sicht über die charakteristischen Eigenschaften dieser Gruppen. 

Die Umkehrung dieses Problems bildet in einem gewissen Sinne die 
Aufgabe: alle Gruppen von höchstens h ganzen oder gebrochenen linearen 
Substitutionen zu finden, die einer gegebenen endlichen Gruppe 9 der 
Ordnung A ein- oder mehrstufig isomorph sind, oder auch, wie man sagt, 
alle Darstellungen der Gruppe $ durch lineare Substitutionen zu bestimmen. 

Diese Aufgabe hat nun im Gegensatz zu der zuerst genannten eine 
erfolgreiche Behandlung gefunden, indem die Herren Molien”””) und Frobenxust) 
gezeigt haben, daß das Problem der Bestimmung aller Darstellungen der 


*) Vergl. A. Wiman, Encykl. d. math. Wiss., Bd. I, S. 522. 
**) (‚, Jordan, dieses Journal, Bd. 34, S. 59. 
*"*) Sitzungsberichte der Naturforscher-Gesellschaft zu Dorpat, 1897, S. 259. 
7) „Über Gruppencharaktere“, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1896, 
S. 985; „Über die Primfaktoren der Gruppendeterminante“, ebenda, S. 1343; „Über die 
Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen“, ebenda, 1897, "S. 994; 
„Über die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen II.“, ebenda, 
1899, S. 452. — Diese Abhandlungen werde ich im Folgenden mit „Gruppencharaktere“, 
„Primfaktoren“, „D. I.“ und „D. Il.“ zitieren. 
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Gruppe 9 durch ganze lineare Substitutionen identisch ist mit dem Problem. 
die Gruppenmatrix von 9 in nicht weiter zerlegbare Teilmatrizen zu zer- 
fällen. Den ersten und wesentlichsten Schritt zur Lösung dieser Aufgabe 
bildet, wie sich aus den Untersuchungen des Herrn Frobentus ergeben hat, die 
Zerlegung der Gruppendeterminante von 9 in ihre Primfaktoren oder, was 
in der Hauptsache dasselbe ist, die Berechnung der Gruppencharaktere von 9. 

In der vorliegenden Abhandlung habe ich auseinanderzusetzen ver- 
sucht, in welcher Weise sich auch das Problem, alle Darstellungen einer 
gegebenen endlichen Gruppe durch gebrochene lineare Substitutionen zu 
bestimmen, mit Hilfe der Theorie der Gruppenmatrix und der Gruppen- 
charaktere behandeln läßt. 

Ördnet man den Ah verschiedenen Elementen A, 5,... der Gruppe 9 die 
h linearen Substitutionen von nicht verschwindender Determinante 


\ \ r mi dyı Yı un ... + By ui Yn—ı m a, 

5 Ei | | 
) Uni Yı e u Ann ı Yn ı 4 un 
ip y w. b, 1 Yı ++ h, u Y -r b, E 

1] ’ı « V ul / ; u ] _ 7 2 
In Yır''* Tr 9an,n—ıYn—ı Tr Ian 


zu, so bilden dieselben eine Darstellung der Gruppe, wenn für je zwei 
Elemente 4,5 von 9 die Gleichung {A}{5} = [ABt besteht. Bezeichnet 
man die Matrizen (a,), (by), ... mit (A), (D),..., so wird die Matrix (A) (5 
sich von der Matrix (A5) nur um einen konstanten Faktor, der auch gleich 1 
sein kann, unterscheiden. Umgekehrt entspricht auch jedem System von 
Matrizen, deren Determinanten sämtlich von Null verschieden sind, und 
welche die Eigenschaft besitzen, daß für je zwei Elemente A, 3 der Gruppe 
eine Gleichung der Form (A) (5) = r,,„(AB) besteht, wo die Größen r,, 
Konstanten bedeuten, eine Darstellung der Gruppe durch gebrochene lineare 
Substitutionen. Ich werde daher im Folgenden jedes so beschaffene System 
von Matrizen selbst als eine Darstellung der Gruppe durch lineare Sub- 
stitutionen, ‘und zwar als eine zu dem Zahlensystem 7, „ gehörende be- 
zeichnen. Der Grad n der Matrizen (A), (5),... soll der Grad der Dar- 
stellung genannt werden. Sind insbesondere alle Faktoren 7, , gleich 1, so 
entspricht dem System der Matrizen (A), (5),... auch eine Darstellung der 
Gruppe durch die ganzen linearen Substitutionen 


— ) / 
2 rn d,ı Yyıt d,2 Ya mv: Ayn In: 


Be = bu yı tb; Y%+t'++ b,. Yns .. 


2 
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Zwei Darstellungen (A), (5),... und (A), (5), ..., für die sich } Kon- 
stanten @,b,... bestimmen lassen, so daß (A) = a(A), (5) = b(B),... wird, 
sind, da ihnen dasselbe System von gebrochenen linearen Substitutionen ent- 
spricht, als nicht wesentlich verschieden anzusehen. Zwei solche Dar- 
stellungen sollen im Folgenden als einander assoziiert bezeichnet werden. 

Die Begriffe der Ägwvalenz und der Primitiritdt sind ebenso wie bei 
den Darstellungen durch ganze lineare Substitutionen zu definieren (vergl. 
Frobentus, D.11.): Zwei Darstellungen (A),(2),... und (A), (P),... sind 
einander «agqwivalent, wenn sich eine Matrix /? von nicht verschwindender 
Determinante angeben läßt, so daß 


(A) = P-!(A)P, (B')) = P-!(BJP. ... 


wird; zwei äquivalente Darstellungen gehören also zu demselben Zahlen- 
system 7, z. Eine Darstellung ist ferner primitr, wenn sich keine ihr 
äquivalente Darstellung (A), (D),... der Form 


(4,), 0 fe RER (B,), V \ 
az 0, Ay) B)=(o, (BR 


bestimmen läßt, wo (A,), (D,),... Matrizen desselben Grades bedeuten. 

Für die primitiven Darstellungen einer Gruppe 9 durch gebrochene 
lineare Substitutionen gilt der analoge Satz wie für die Darstellungen durch 
ganze lineare Substitutionen (Frobennıs, Primfaktoren, $ 12), daß ihr Grad 
stets ein Divisor der Ordnung von 9 ist ($ 4). 


le 
EN 
\ 


Die Untersuchung der Darstellungen einer Gruppe durch gebrochene 
lineare Substitutionen steht in engster Beziehung zu der 'T'heorie der inva- 
rianten Elemente der endlichen Gruppen. 

Ist & eine endliche Gruppe, welche eine aus invarianten Elementen 

| * G \ 
von & bestehende Untergruppe X derart enthält, daß y| der gegebenen Gruppe 


9 (einstufig) isomorph ist, so sei 
G$=-UA+AUB+--, 


und es mögen die Komplexe AA’, AB’, ... den Elementen A, 5, ... der 
Gruppe Ö entsprechen. — Eine solche Gruppe ® bezeichne ich im Folgen- 
den als eine durch die Gruppe U ergänzte Gruppe von 9, wofür ich auch 
kürzer schreibe, & sei eine Gruppe (X, 9). — Betrachtet man eine beliebige 
primitive Darstellung von & durch ganze lineare Substitutionen, so besitzt 
jede einem Element J von A entsprechende Matrix die Form 7 (E), wo 7 
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eine Einheitswurzel und (£) die Einheitsmatrix bedeuten, und die den Ele- 
menten A’, 5’,... entsprechenden Matrizen (A), (2’),... bilden in dem oben 
definierten Sinne eine (primitive) Darstellung der Gruppe 9 durch gebrochene 
lineare Substitutionen. 

Es lassen sich nun auch ergänzte Gruppen & von 9 angeben, die 
so beschaffen sind, daß jede primitive Darstellung von 95 durch gebrochene 
lineare Substitutionen (oder eine ihr assoziierte Darstellung) mindestens einer 
der in der erwähnten Weise durch die Gruppe © gelieferten Darstellungen 
von 9 äquivalent ist. Eine ergänzte Gruppe von 9, welche diese Eigen- 
schaft besitzt, nenne ich eine hinreichend erganzte Gruppe, eine hinreichend 
ergänzte Gruppe, deren Ordnung möglichst klein ist, eine Darstellungsgrupp: 
der Gruppe 9. 

Einer gegebenen Gruppe 9 können auch mehrere einander nicht 
isomorphe Darstellungsgruppen © entsprechen. Dagegen sind die (aus in- 
varianten Elementen bestehenden) Untergruppen X von ®, für die y = 9) 
ist, in allen Darstellungsgruppen von 9 einander isomorph. Es entspricht 
auf diese Weise jeder Gruppe 9 eine wohlbestimmte Abelsche Gruppe, die 
ich als den Multiplikator der Gruppe 9 bezeichne. Eine Gruppe, deren 
Multiplikator die Einheitsgruppe ist, nenne ich eine «abgeschlossene Gruppe 
88 1—3). 

Man hat demnach, um die sämtlichen primitiven Darstellungen einer 
gegebenen Gruppe H durch gebrochene lineare Substitutionen zu erhalten, 
in erster Linie eine Darstellungsgruppe &® von 9 zu bestimmen, was als 
ein rein gruppentheoretisches Problem aufzufassen ist, und alsdann nach 
den von Herrn Frobentus angegebenen Methoden die primitiven Darstellungen 
von © durch ganze lineare Substitutionen zu untersuchen. Insbesondere 
läßt sich also für eine abgeschlossene Gruppe jede Darstellun 
brochene lineare Substitutionen durch eine Darstellung durch 
Substitutionen ersetzen. 


© dureh ee- 


- = 
ganze lineare 

In $ 5 entwickle ich einige Sätze, welche in speziellen Fällen zur 
Bestimmung des Multiplikators und der Darstellungsgruppen einer gegebenen 
Gruppe dienen können. 

Die hier dargestellte allgemeine Theorie soll in einer später er- 
scheinenden Arbeit weiter verfolgt und auf einige spezielle Klassen von 
Gruppen angewendet werden. 
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s1. 
Es sei 5 eine endliche Gruppe der Ordnung h, deren Elemente 
H,= &k, H,,..., H,_, sind. Es mögen die Matrizen (H,), (7,),..., (F,_,) eine 
zu dem Zahlensystem r,, gehörende Darstellung von 59 bilden, d. h. den 
h’ Gleichungen 
(1.) (P\Q)=r,.,(PQ) Be 


genügen. Sind P, @, R drei beliebige Elemente der Gruppe, so ist die Matrix 
(P)(@) (R) nach dem assoziativen Gesetz einerseits gleich 


2 (PH) = rer. (PQR), 
andererseits aber auch gleich 

1. (P)(QR) = rrorta.n (POR). 
Die h’ Größen r,, müssen daher den Ah’ Gleichungen 


(A.) Ypo'rprga,r = Tpartg,R (P,Q,R=Hy,Hı...., H,_y) 
genügen. 

Umgekehrt läßt sich für jedes System von A’ nicht verschwindenden 
Zahlen 7, ,, welche den Gleichungen (4A.) genügen, eine Darstellung von 9 
angeben, die zu dem Zahlensystem 7, , gehört. Um dies zu beweisen, führe 
ich A unabhängige Variable 2, &,3+.., Z,_, ein und betrachte die Matrix 
h-ten Grades | 


Am [et o Erg), 


deren Zeilen und Spalten man erhält, indem man für ?P und Q der Reihe 
nach die A Elemente //,, H,,..., /,_, setzt. Offenbar läßt sich A in der Form 


X=-2 (R) %n 


schreiben, wo die Summe über alle Elemente von 9 zu erstrecken ist, und 
das Zeichen (A) eine gewisse Matrix A-ten Grades bedeutet, die man dadurch 
erhält, daß man in A die Variable x, gleich 1, die übrigen Variabeln gleich O0 
setzt. Ich will zeigen, daß die so erhaltenen A Matrizen (7,), (/1,), ..., (H,_,) 
den Gleichungen (1.) genügen. 

Es seien nämlich %,,, Ya, ++ Yz,_, eine andere Reihe von unabhängigen 
Variabeln, ferner mögen die h Größen 27, 277,3 +-, 2,,_, durch die Gleichungen 


2p= Z7,5TrYs; (P= 5,8... Ha) 


— die Summe über alle Elemente £ und 5 erstreckt, die der Gleichung 
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RS = P genügen, — bestimmt sein. Es möge Xin Y und Z übergehen, wenn 
man die Variabeln x, durch y, und z, ersetzt. Dann wird 


r r ei x. 
Ä ) — (= pr. R Rom, Q A PR! Yag- 1). 


Nun ist aber nach (A.) 


Prater pr, RatRg-',o: 
Daher ıst 
Sr 1 7 1 {b 1? ı =? 3" ı& ! 
= OPRT,RÜRQ,Q UPRT Yaaı = Tparıq ra. 1 rg dpi Yrg-'o 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber gleich 7-1, 2-1. Wir er- 
halten daher 
AI a (rat on) 
oder 
ZHN)ry= ET), = Zrs(RS) any. 


R Pe) 


‘s ist daher in der Tat, wie zu beweisen war, 
(1) A)S)= rn: (RN). 


Da ferner die Matrix (/) sowohl in jeder ihrer Zeilen, als auch in 
jeder ihrer Spalten ein und nur ein von Null verschiedenes Element 
enthält, so sind auch die Determinanten d,,, di,..., dy, , der Matrizen 
(H,),(H,),..., (A,_,) sämtlich von Null verschieden.*) Aus der Gleichung 
(1'.) ergibt sich noch, indem man auf beiden Seiten die Determinanten bildet, 

drds 
(2.) "rs = we . 

Wir erhalten den Satz: 

I. Zu einem System von I Zahlen "pa gehören dann und nur dann 
Darstellungen der Gruppe 9. wenn die Zahlen "pg den (Grleichungen 3 
genügen. 

Das Gleichungssystem (A.) besitzt unendlich viele Lösungen. Denn 
bilden die Zahlen r,., eine solche Lösung, und bedeuten e, Cu... €, | 
h beliebige von Null verschiedene Größen, so genügen auch die A’ Größen 


*) Ist x die Ordnung des Elementes R von 9, so ist, wie man leicht zeigt, 


I 


h 
dar=(—]) '’ II PRS- 
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‘ „' Cp C; 
(3.) = — N! 


Pi 
( PQ € 


den Gleichungen (A.). Zwei Lösungen r,, und r,, von (A.), für die sich 
h Größen c, so bestimmen lassen, daß die Gleichungen (3.) erfüllt sind, 
sollen als einander «ssozierte Lösungen oder auch als assozuerte Zahlen- 
systeme bezeichnet werden. 

Dann können, wie unmittelbar ersichtlich ist, zwei Darstellungen von 
9, die zu den Lösungen 7,, und r,, von (A.) gehören, nur dann einander 
assoziiert sein (vergl. Einleitung), wenn diese Lösungen einander assoziiert 
sind. Gehören dagegen zwei Darstellungen von 9 zu zwei einander nicht 
assoziierten Lösungen von (A.), so wollen wir sagen, diese Darstellungen 
seien von verschredenem Typus. 

Denkt man sich nun alle einander assoziierten Lösungen der Gleichungen 
(A.) zu einer Klasse vereinigt, so ist die Anzahl dieser Klassen endlich. Denn 
sind dj, dass, du,_, die in der Gleichung (2.) auftretenden Größen, be- 
deuten O5 Os +.., 0,_, irgend welche Wurzeln der 4 Gleichungen 07, = d,, 
und ersetzt man die Lösung 7,, durch die ihr assoziierte Lösung 

67" ” 


Spa > = Tpaı 
Op, 


so ist wegen (2.) 5, =1. Es enthält also jede Klasse auch solche 
Lösungen s,,, für welche die Zahlen s,, sämtlich A-te Wurzeln der Ein- 
heit sind. Die Anzahl der verschiedenen Klassen ist daher jedenfalls nicht 
größer als (A). 

Ist diese Anzahl gleich m, so mögen die m verschiedenen Klassen 
von Lösungen mit A, Ai, ..., AÄ„-ı bezeichnet werden. Sind >%), und r7#) 
zwei Lösungen von (4A.), die den Klassen X, und A, angehören, so werden 
auch die Zahlen r%, r%) den Gleichungen (A.) genügen. Die Klasse A,, 
der diese Lösung angehört, ist offenbar von der speziellen Wahl der 
Lösungen v%), und »%) innerhalb der Klassen X, und X, nicht abhängig, 
also durch die Klassen A, und A, vollständig bestimmt. Setzt man 
A,= K,K,, so ist auch A, A, = K,. Ferner folgt, wie man leicht einsieht, 
aus jeder Gleichung der Form X,K, = K,K, das Übereinstimmen der Klassen 
A, und A,. Da nun für die festgesetzte Komposition der Klassen auch das 
assoziative Gesetz erfüllt ist, so definieren die m Klassen Ä,, Ay, ..., A,_ı 
eine wohlbestimmte Adelsche Gruppe M der Ordnung m, in der als das 





€ 
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Einheitselement diejenige Klasse A, anzusehen ist, der die Lösung r,, = 1 
angehört. Diese Gruppe M bezeichne ich als den Multiplikator der Gruppe 9.*) 

Die Ordnung des Multiplikators von 9 gibt uns also an, wie viele 
verschiedene 'T'ypen von Darstellungen der Gruppe 9 durch gebrochene 
lineare Substitutionen vorhanden sind. 

Die Gleichung (2.) lehrt uns, daß für jede Klasse Ä, die Gleichung 
K; = K, besteht. Die Zahl m kann daher keinen zu h teilerfremden Prim- 
faktor enthalten. 

S 2. 

Es sei nun & eine beliebige durch eine Abe/sche Gruppe I ergänzte 

Gruppe der von uns betrachteten Gruppe 9. Setzt man 


G = A + A G+ + au (7-13 G=E 
wobei der Komplex AG, dem Element /7, der mit ” isomorphen Gruppe 9 
entsprechen möge, so genügen, wenn die Gruppe 9 durch die A’ Gleichungen 
(4.) I, I, — H, (4. 4) (A,u Vaud) 
bestimmt ist, die Elemente @,, @,, ..., @,_, von & h’ Relationen der Form 
(5.) (7, (7, == A,. (1, G,u1 Ku=V 1.41; Auy=A,u=E 


wo die A, „ Elemente der Untergruppe A von © bedeuten. 
Es seien A, = £, A,,..., A,_, die Elemente, 


, 2) (, (a1) ( A) 

y (A), Y (A),..., (A) 
die « Charaktere der Abeischen Gruppe VW. Diese Charaktere lassen sich 
bekanntlich stets den Elementen A,, A,,..., J,_, so zuordnen, daß, wenn 
w(A) = w,,(A) gesetzt wird, für jedes A die Gleichungen 


(6). v, (A) v,,(A) — Y4,4,(4) (a,2=V,1,..,0-1) 
bestehen.”*) 


Ist uns nun eine beliebige primitive Darstellung D der Gruppe © 
durch ganze lineare Substitutionen gegeben, bei der dem Element At von © 


*) Daß diese Definition des Multiplikators mit der in der Einleitung gegebenen 
übereinstimmt, wird sich aus dem Folgenden ergeben. 

**) Vergl. Weber, Iehrbuch der Algebra, Bd. II, Abschnitt II. — Im Folgenden 
soll stets, wenn die Charaktere einer Abelschen Gruppe in der Form w,,(A) geschrieben 
werden, vorausgesetzt sein, dal die Gleichungen (6.) erfüllt sind. 
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die Matrix (Z) entspricht, so hat für jedes Element A von X die Matrix (A) 
die Form w”(A)-(E), wo (LE) die Einheitsmatrix bedeutet und die Zahlen 
(A) einen der « Charaktere von W repräsentieren. — Man sagt dann 
(vergl. Frobenrus, D. I1.), die Darstellung D entspreche dem Charakter 
w(A) von WU. — Setzt man 


(?.) vw (A, = N), Hu) 


so bestehen wegen (5.) die Gleichungen 


(7) (G.) _ Da Hu (G, (A, ) . 


Die Ah Matrizen (@,), (@,),-..,(@,_,) bilden also eine zu dem Zahlensystem 
"7," gehörende Darstellung der Gruppe Ö durch gebrochene lineare Sub- 
stitutionen. Man erhält aber auch, indem man die sämtlichen dem Charakter 
vw (A) von U entsprechenden Darstellungen von & betrachtet, die sämt- 
lichen zu dem Zahlensystem (7.) gehörenden Darstellungen von 9 durch ge- 
brochene lineare Substitutionen. Denn bilden die Matrizen (7/,), (/7,), ..., (H,_,) 


eine solche Darstellung, und setzt man 


(A; (7,) — w”) (A,) (H,), (#=0,1,..,a-1,4=0,1,...,h-1) 


so bilden, wie man sich leicht überzeugt, die ah Matrizen (A, @,) eine dem 
Charakter (A) entsprechende Darstellung von & durch ganze lineare 
Substitutionen. 

Wir erhalten zugleich, da auf Grund der Sätze über die Gruppen- 
determinante”) jedem der a Charaktere von A Darstellungen von ® ent- 
sprechen, in den « Zahlensystemen 


‚(2) ht 
1. (@a=0,1,...,a—1l) 
Hj,H, 


Lösungen der Gleichungen (A.).*) Unter diesen « Lösungen werden 
jedoch im allgemeinen mehrere einander assoziiert sein können, und es 
fragt sich nun, wie groß die Anzahl m’ der verschiedenen Klassen Ä, ist, 
welche durch die hier betrachteten Lösungen repräsentiert werden; mit 


*) Frobenius, Gruppencharaktere, $& 7. 
“*) Einfacher ergibt sich dies folgendermaßen. Setzt man A,,.„= An, ır,; 
lolgen aus den Gleichungen (5.) auf Grund des assoziativen Gesetzes die Relationen 


so 


Ar Q Apo, R= Apr OR An, R: (P,Q, R= H,,H,,..,H,_ı) 
daher ist auch für jeden Charakter w(A) von A 


w(Ap.)Ww(Am,r) = yw(Ap,ar) w(A,, R)- 
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anderen Worten: wie viele verschiedene Typen von Darstellungen der 
Gruppe Ö sich aus der Betrachtung der Gruppe © ergeben. 
Es seien 


W2(A), 92 (A), .., vn,_, (A) 


diejenigen Charaktere von W, denen auch lineare Charaktere”) 4 (R) von & 
entsprechen. Dann bilden die Elemente 3,, P,,..., D,_, eine Untergruppe ® 
von X. Denn entsprechen den Charakteren y,, (A) und w,,(A) von A zwei 
lineare Charaktere y(” (A) und x? (R) von ®, so entspricht dem Charakter 
Y„,», (A) der lineare Charakter 4” (A) z'” (R). Sollen nun für zwei Ele- 
mente 3 und € von X die beiden Zahlensysteme w, (A, „) und y,(A, „) zwei 
einander assoziierte Lösungen von (A.) repräsentieren, so müssen sich 4 Kon- 
stanten g (Il,), y (II,),..., p (/1,_,) bestimmen lassen, so daß 


_ (Hi) y(H,) \ 
W; (A, „) ee W, (A, u) 


oder, was dasselbe ist, 

p(H,)y(H,) = Wuc-ı (A, pH, H,) 
wird. Setzt man aber dann 

(4,6) = Ya-ı (A) pH), 
so ergibt sich für je zwei Elemente ?= 4A,@, und S = A,G, von © die 
Gleichung x (R)z2(S) = x(RS), ferner wegen 
y(H,) p(H,) = vao-ı (Au,o) PH) = p(Hh), 

also g(H,) = 1, die Gleichung 

#(4,) = Wo-1 (A) pH) = Yoo-ı (A,). 


Daher bilden die ah Zahlen 4(A,G,) einen dem Charakter w,,-ı (A) ent- 
sprechenden linearen Charakter von ©; folglich muß PC" ein Element von 
DO sein. Umgekehrt schließt man leicht, daß diese Bedingung für das Ver- 
langte auch hinreichend ist. 

Mithin ist die gesuchte Zahl m’ gleich der Anzahl der mod. B in- 
kongruenten Elemente von WA, also gleich r 


) 


*) Frobenius, Primfaktoren, $ 2. 
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Es sei 
A=d Au+ Y A, +++ NS) Anı 13 


dann gehören alse die m’ Lösungen 


/ in (a) = 
w4,(Ar,u) er DIR (a=0,1,...,m'-1) 


der Gleichungen (A.) m’ verschiedenen Klassen Ä,, Ar, ..., A_, an. Ist nun 
aber BA,-BA,= BA,, so ist offenbar die Lösung 7%) u, der Lösung 
DA n, , m, assoziiert, also AÄ,= K,XK,. Daher bilden die Klassen 


K, Kı,..., A, eine der Gruppe : isomorphe Untergruppe M’ des Multi- 


plikators M von 9; demnach ist auch m’ ein Divisor der Ordnung m von X. 

Die Zahl m’ hat noch eine andere Bedeutung für die Gruppe ©. 

Es sei N der Kommutator*) der Gruppe 9, RW der Kommutator der 
Gruppe & und D der größte gemeinsame Teiler der Gruppen RW und X. 
Es seien r, r’" und d die respektiven Ordnungen dieser Gruppen. Dann ist 
wegen des Isomorphismus der Gruppen = und 9 die Gruppe = der Gruppe 
N isomorph, also 7’ = dr. 

Allgemein besteht für den Kommutator R einer Gruppe 9 der Satz: 

„Ist x(S) ein linearer Charakter von 9, so ist für jedes Element A 
von R x(R) = 1; umgekehrt gehört jedes Element /? von 9, welches die 
Eigenschaft besitzt, daß für jeden linearen Charakter % (5) von 9 die 
Gleichung (RA) = 1 besteht, dem Kommutator von 9 an.““*) 

Diesen Satz wenden wir auf unseren Fall an. 

Die Gruppe D umfaßt alle Elemente / von W, die dadurch charak- 
terisiert sind, daß für jeden linearen Charakter (AR) von &® x(J)=1 ist, 
und nur diese Elemente. Nun ist aber für jedes Element A von U 
(A) = w,(A), wo D ein Element von ® ist. Wir erhalten also alle Ele- 
mente von D, indem wir alle Elemente / von U aufsuchen, für die 


(8.) = 1 


ist, wo 3 alle Elemente von ®Ö durchläuft. Die Gesamtheit der Elemente 
J, welche den 5 Bedingungen (8.) genügen, bildet aber bekanntlich eine 


*) Der Begriff des Kommutators einer Gruppe ist von Dedekind (Math. Ann. 
Bd. 48, S. 548) eingeführt worden. Vergl. auch Frobenius, Primfaktoren, $ 2. 
**) Frobenius, a. a. 0. 
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der Gruppe he isomorphe Untergruppe von A, die Herr Weber a. a.0. als 
die zu Ö rezıproke Untergruppe von W bezeichnet. Es ist daher auch D 
der Gruppe M isomorph, und es ist 


A 1 
mM=,. =d= -. 
b g 


Wir erhalten den für das Folgende wichtigen Satz: 

II. An jeder durch eine Gruppe A erganzten Gruppe & von 9 ıst der 
größte gemeinsame Teiler des Kommutators ron (55 und der Untergruppe nl 
"OR ($ einer Untergruppe des Multiplikators ON h%) ısomorph. 

Soll insbesondere & eine hinreichend ergänzte Gruppe von 9 sein, so 
müssen unter den aus der Betrachtung der Darstellungen von & durch ganze 
lineare Substitutionen sich ergebenden Darstellungen von 9 durch gebrochene 
lineare Substitutionen die sämtlichen m möglichen Typen vertreten sein. Es 
muß also für jede solche Gruppe m’ = d = m, folglich auch insbesondere « 
durch m teilbar sein. Aus dem auf Seite 28 Gesagten folgt auch, daß um- 
gekehrt & stets dann eine hinreichend ergänzte Gruppe von 9 ist, wenn 
d= m ist. 


Ss 53. 
Es soll nun gezeigt werden, daß sich in der Tat für jede Gruppe 9 
o o }) . 
hinreichend ergänzte Gruppen, und zwar auch solche von der Ordnung ind 
o > ) 
angeben lassen. 

Wir führen A erzeugende Elemente (,, @&ı, ..., 4,_, ein und setzen fest, 

daß die A? Elemente 


(9.) GL, (, Ua 1% In, H 


u? 
wo der Index y(A, «) dureh die Gleichung (4.) zu definieren ist, mit den 
h erzeugenden Elementen vertauschbar sein sollen; dann sind die Elemente 
Inn, auch unter einander vertauschbar. Die A” Gleichungen 


(10.) A, Inn, u Ju. nu, (l,a,v=0,1,..,A-l) 


A’ 


(A, a=V,1,.,h-1) 


definieren alsdann eine gewisse unendliche Gruppe &'; die Elemente J,,. ı, 
erzeugen eine gewisse unendliche Abelsche Gruppe W, die in f als in- 
variante Untergruppe enthalten ist. Infolge des assoziativen Gesetzes er- 
geben sich aus (9.) und (10.) für die J,,,, die A’ Relationen 


(B.) J, 


Q nF = Inch "pr (P,Q,R=H,,H,...., Hy,_ı) 
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Jedes Element von $' läßt sich auf die Form JQ, bringen, wo J der 
Gruppe W angehört. Es kann sich nicht für A+u eine Gleichung der 
Form JQ, = J'Q, ergeben, da alsdann auch A, = H, folgen würde, weil 
doch auch die Elemente /,, für die Q, eingesetzt, den Bedingungen (9.) 


und (10.) genügen. Es resultiert aber auch für die Elemente J,,,z, aus, 
(9.) und (10.) keine Beziehung der Form 


u De 
IT Jr, E, 
Al, u .. 


die sich nicht schon aus den Gleichungen (2.) ergeben würde. Denn wäre 


dies der Fall, so könnte nicht jedes System von Zahlen ?,,,,,, die den 
Relationen 


(A.) "pa "pq,R on "PR Fa,r (P, Q,R—=H,, H,,..., H.-ı) 
Inllore 1a laip 
genügen, die Gleichung 


1, AR 
(11.) Url 
A, j 


erfüllen.) Wir haben aber in $ 1 gesehen, daß sich für jede beliebige 
Lösung r, ,„ der Gleichungen (A.) h Matrizen (/7,), (H,),..., (/7,_,) angeben 
lassen, für welche die Bedingungen (A,)(H,) = r,,, 7 (H,a,.) bestehen. 
Die Matrizen (/7,) genügen jedoch, für die Q, eingesetzt, den Bedingungen 
(9.) und (10.). Daraus würde aber folgen, daß die Zahlen »,,,, m, die 
Gleichung (11.) befriedigen, was auf einen Widerspruch führt. 

Die A? Gleichungen (5.) können daher als ein vollständiges System 
von definierenden Relationen”“) für die durch die Elemente J,,, „, erzeugte 
Abelsche Gruppe W angesehen werden. 

Bezeichnet man die h’ = p Elemente Jr, z, In irgend einer Reihenfolge 
mit Ay, Aa, ..., X,, So lassen sich die Gleichungen (2.) in der Form 


(12.) “ Pe PR X’ ” E (=1,2,.,92,n=#°) 


p 
schreiben, wo die Exponenten «,, gleich 1, —1 oder 0 sind. 
Es gilt nun bekanntlich folgender Satz :***) 
„Genügen » unter einander vertauschbare Elemente A,, A3, ..., A 


P 
n Irelationen der Form (12.), ist y—s der Rang, sind e,, &,...,e, diejenigen 


*) Vergl. den am Schluß dieser Seite angeführten Satz. 
**) Vergl. Dyck, Math. Ann., Bd. 20, 8.1. 
***), Vergl. Frobenius und Stickelberger, dieses Journal, Bd. 86, S. 217. 
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Elementarteiler des Exponentensystems («,,), die größer sind als 1, so läßt 
sich die durch die Elemente X,,&%,..., X, erzeugte /beische Gruppe W 
darstellen als das direkte Produkt einer endlichen Gruppe %, deren Inva- 
rianten die Zahlen e,,e&,...,e, sind, und einer unendlichen Gruppe WU des 
Ranges s, in der kein Element außer dem Hauptelement eine endliche 
Periode besitzt”) Mit anderen Worten: es lassen sich in der Gruppe W 
o-+-s unabhängige Basiselemente 


Z; == Kr ... APP (B=1,2,..,8) 


angeben, wo F, zu dem Exponenten e, gehört, während für Z, keinerlei 
Bedingungen bestehen. — Es möge etwa 


} 


N En y”' Ye ZZ," ZZ»; 
dd v ne ) ... rn 4 ... ze 


@ 
sein. Sind dann ,,%,...,., p Zahlen, die den Gleichungen 
(13.) zu an, u, — ] (G=1,2,..,n) 
senügen, und setzt man 
Y= u Tap, 7, = 2,51 as LP, % > ‘) 
so genügen die oe Größen y, den Gleichungen y/* = 1 und es ist 
(14.) ,=ypioye.zai..zr. 


Umgekehrt erhält man die sämtlichen Lösungen der Gleichungen (13.), 
indem man in (14.) für Y,,...,%, beliebige Wurzeln der Gleichungen 


yiı- l,..., 458 =] 


und für 2,,...,2, beliebige (von Null verschiedene) Größen einsetzt.“ 
Unterwirft man nun die Elemente A, ..., X, der Gruppe , also auch 
die diese Gruppe erzeugenden Elemente (U, @ı,..., &_,, den s Bedingungen 


(15.) Z,= X ...X# = E 


so definieren die Relationen (9.), (10.) und (15.) eine endliche Gruppe Rt, 


: Bal,2 ..0.,8 


*) Ist kein Elementarteiler von (@,„) größer als 1, so hat man W = E zu setzen. 
Die Gruppe N ist eindeutig bestimmt; es ist dies die umfassendste in N’ enthaltene end- 
liche Gruppe. Dagegen läßt sich, falls nicht W= E oder s=0 ist, die Gruppe N’ auf 
verschiedene Arten wählen. 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 1. 
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in der die Elemente J,,,, m, die Abelsche Gruppe X der Ordnung m = e, e,... €, 
erzeugen. Die Gruppe & ist dann als eine ergänzte Gruppe (NR, 9) von 
95 anzusehen. 

Ich will zeigen, daß s = h, daß W dem Multiplikator von $ isomorph 
und ft eine hinreichend ergänzte Gruppe von 9 ist. 

Setzt man, wenn A‘, das Element ,,, bedeutet, x, = r,., so ist das 
Gleichungssystem (13.), abgesehen von der Schreibweise, mit dem Glei- 
chungssystem (.1.) identisch. Es möge ferner 


FR Er I > & bi »ta ptag " .)" 
Y, — Ta 2 U, f.( R. s), Tin Hat “a Li PP G; "pn, 


und 
a A, N Pr 
yyrı € Yo’? nu Pan (y,);, 5, ar. I,’ = (f, (2 .) 
gesetzt werden, sodaß 
(16.) "p () . Paz (y,) (1, () (2,) 

wird. 

Wäre nun s<Zh, so müßten sich, wenn €, € +, €r,_, A beliebige 

. . . 7 y . Ep C; . . . [ 
Variable sind, die A’ Funktionen r,, = °“ dieser Variabeln, die doch eine 
epq f 


Lösung von (A.) bilden, und also auch die h Ausdrücke 


durch s <A Variable 2,, 2%, ...,2, ausdrücken lassen, was nicht möglich ist. 
Es kann aber auch nicht s > A sein. Es mögen nämlich für eine beliebige 
Lösung 7, , von (4A.) die h Größen dy,, din, ++, C,_, dieselbe Bedeutung haben 
wie in $1. Nimmt man dann zu den Gleichungen (A.) noch die A Be- 
dingungen 


du, = ld, =1,..,d,.,=1 


7,1 


hinzu, so werden die Zahlen r, „, wie aus der Formel (2.) folgt, h-te Wurzeln 
der Einheit. Dies wäre aber nicht möglich, wenn die allgemeinste Lösung 
des Gleichungssystems (..) s > h unbestimmte Größen 2,, 2, ...,2, enthielte. 
Es ist daher in der Tat s = A. 

Ferner wird jeder der o Ausdrücke /,(r, s), wenn für 7,, die Aus- 
drücke “ eingesetzt werden, identisch, d. h. für jede Wahl der Größen c,, 


ERS 
eleich 1. Denn andernfalls würde sich in der Gleichung 


*) Entsprechend hat man zu setzen Y, = fu (Ir s), Z3 = 95 (Jr.s)- 
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(ei 


ERS 


die, wie auch die Größen c, gewählt sein mögen, erfüllt ist, eine Bedingung 
für diese Größen ergeben. Es ist daher stets 


Cpe, 1 Sp feres\] CRCs | 2 CrECs\] 
(17.) — ” Er x \ f«( n /J Gr be 72 ( ; ” En ‘ [77 ( a ) i 


URS 


Es lassen sich aber auch für jede beliebige Wahl der Größen 2,,2,,...,2 


..”“] 


” .. . A ds . Tr . 
die Größen @,,, @y, +++, %r,_, 80 bestimmen, daß 2; = g;( rn ) wird. Um dies 


darzutun, genügt es zu zeigen, daß die h Funktionen y; = 9; (<=°2) der 
, Variabeln c, von einander unabhängig sind. Dies ist aber in der Pat der 
Fall; denn würde eine Gleichung der Form p(Y,,Y5, +.:, 9.) = 0 bestehen, so 
müßten, da, wie wir in $ Il gesehen haben, jede Lösung von (A.) sich auf 
die Form s, ,„* bringen läßt, wo die Zahlen s,, h-te Einheitswurzeln 


Cpgq 4% 


sind, die Größen 
) OReS 
| FI a / ( J ) 


dieser Gleichung für jede Lösung r,, genügen. Dies ist aber nicht möglich, 
weil die Größen z, unbestimmt bleiben sollen. 
Daher sind zwei Lösungen 


"pr () . F, () (y,) (r» () (2 ;) 
und 


PN 


’ 
"a7 F,.(y.) @; 0(2; 


dann und nur dann einander assoziiert, wenn y, = y, ist. Denn lassen sich 


h i a | | 
die h Größen «a, so bestimmen, daß r,, = 'r.., Wird, so ergiebt sich 
PQ 
, farüs 
a AGPTACNIEE AGO EEE AG ER 


URS 


also y, = y,. Mind aber diese Bedingungen erfüllt, so bestimme man die 
Größen a, so, daß 


Bi & =) 
FE  E; 
“, | } 

u 98 VE E 


wird. Dann erhält man wegen (17.) 


„’ ce „ ’ y < / en ne dp Ag 1 
"pa rg F, Qq (Yu) (1, 17) (2;) (1, a\rar 5 ) . Ip. Q* 
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Es ist daher jede Lösung von (4.) einer der m = e, ®,...e, Lösungen 
(18.) T, 1) er F,. Q (Y,) 


assoziiert, die man dadurch erhält, daß man für yı,...,%, beliebige Wurzeln 
der Gleichungen yı = 1,...,y,e = 1 setzt. Unter diesen m Lösungen sind 
dagegen nicht zwei einander assoziiert. 

Folglich ist m = m und die Gruppe & von der Ordnung mh. 

Für jeden der m Charaktere w(J) der Gruppe N stimmt das System 
der Zahlen w(J, ,) mit einem der m Zahlensysteme (18.) überein. Da nun 
dieselben m verschiedenen Klassen von Lösungen der Gleichungen (4.) 
angehören, so ist für die ergänzte Gruppe 8 = (N, 9) von 9 die im vorigen 
Paragraphen betrachtete Zahl m’ gleich m. Daher ist 8, wie zu beweisen 
war, eine hinreichend ergänzte Gruppe von 9. 

Zugleich sehen wir, daß N dem Multiplikator M von 9 isomorph 
ist, und erhalten eine Methode zur Bestimmung der Invarianten von M. 

Da nun die Ordnung einer hinreichend ergänzten Gruppe von 9 nach 
dem am Schluß des vorigen Paragraphen Gesagten nicht kleiner sein kann 
als mh, so erkennen wir auch, daß die hier konstruierte Gruppe St eine 
Darstellungsgruppe von 9 repräsentiert. 

Die Definition der Gruppe 8 vermöge der Gleichungen (9.), (10.) 
und (15,) hängt wesentlich von der Wahl der Elemente Z,,..., Z, innerhalb 
der Gruppe W ab. Da man nun diese Elemente auf mehrere verschiedene 
Arten auswählen kann, so können im allgemeinen mehrere einander nicht 
isomorphe Darstellungsgruppen © = (A, 9) existieren. Sie sind aber alle 
von der Ordnung mAh, und in jeder von ihnen ist die Untergruppe A dem 
Multiplikator von 9 isomorph. 

Es kann aber noch mehr bewiesen werden. 

Ich bezeichne als einen linearen Charakter der unendlichen Gruppe & 
jedes System von nicht verschwindenden Größen x(4), die sich den Ele- 
menten A von $ in der Weise zuordnen lassen, daß für je zwei Elemente 
A und D von # die Gleichung 


(19.) xA)x(D)=x(Ab) 


besteht. Ist dann T der Kommutator von &, d. h. diejenige Untergruppe 
von &, die durch die Elemente der Form Ab A"! 5” erzeugt wird, so lassen 
sich die Elemente von T in genau analoger Weise, wie es für endliche 
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Gruppen der‘ Fall ist,*) folgendermaßen charakterisieren: ein Element 7 
von &' gehört dann und nur dann dem Kommutator T von K’ an, wenn für 
jeden linearen Charakter (A) von &' die Gleichung 2(7) = 1 besteht. 

Auf Grund dieses Kriteriums läßt sich der größte gemeinsame Teiler 
der Gruppen T und W leicht bestimmen. 

Offenbar erhält man alle linearen Charaktere 2(A) von fl, indem 
man die A Zahlen 2 (Q),2 (Q), +--,2(&-) beliebig wählt und die übrigen 
Größen 2(A) vermöge der Gleichungen (19.) bestimmt. Ist nun für einen 
beliebigen Charakter 2(@) = C„,, so wird 2 (J,.) = — und 

4 
x) =D): 

Dies ist aber, wie wir oben gesehen haben, gleich 1. Daher sind 
alle Elemente F,, Y;,..., /, und also auch die durch diese Elemente erzeugte 
Gruppe N in T enthalten. Dagegen gehört kein Element von W (außer 
dem Hauptelement) der Gruppe T an. Denn wäre 


J = Zi Z+.. Zen 
ein Element von 7, so müßte für jeden linearen Charakter (A) von & 


I) = KA) KZJ% .. ( Z = 1 


CpCg " 


sein. Es ist aber, wenn wieder 4 (J,,) = ist, 


Cpg 


(2) = 219 In} = 179) =). 


ERS 


Wir haben aber gesehen, daß die Zahlen c, so gewählt werden können, 


ö a CrRCs . . . 
daß die A Größen g;( n ) beliebig vorgeschriebene Werte 2,,2,,...,2, an- 
RS 
nehmen. Es kann daher, wenn nicht alle Exponenten %,,Ä,,..., 4, gleich O 


sind, 4(./) nicht stets gleich 1 sein. 

Mithin ist der größte gemeinsame Teiler von T und X nichts anderes 
als die dem Multiplikator M von H isomorphe Gruppe W der Ordnung m. 
Der Kommutator T von ft’ ist daher eine endliche Gruppe, die offenbar als 
eine durch die Gruppe N = M ergänzte Gruppe des Kommutators R von 9 


*) Vergl. den auf S. 50 angeführten Satz. — Es läßt sich leicht einsehen, dal 
dieser Satz für jede durch endlich viele Elemente erzeugbare Gruppe bestehen bleibt. 













38 Schur, über die Darstellung der endlichen Gruppen. 


aufzufassen ist. Ihre Ordnung ist, falls » die Ordnung von NR bedeutet, 
gleich mr. 

Es sei nun % eine beliebige Darstellungsgruppe von 9, d.h. eine 
durch die Gruppe M ergänzte Gruppe von 9, deren Kommutator T die 
ganze Gruppe M enthält. Es sei 


= ML,+ ML, + +ML, -19 


wo der Komplex MZ, dem Elemente //, der mit gm 


isomorphen Gruppe 9 


entsprechen möge. Dann ist 


such / 
L, L.. L, (A, u) Zi M Hy 


ein Element von M, also ein invariantes Element von 2%. Aus der An- 
nahme, daß der Kommutator T von X alle Elemente von Mi enthalten soll, 
ergibt sich unmittelbar, daß die Elemente /,,L,,..., L,_, die ganze Gruppe { 
erzeugen.”) Die Elemente Z,,L,,..., L,_,ı genügen aber, für die Q, eingesetzt, 
den die unendliche Gruppe 8’ definierenden Bedingungen (9.) und (10.). 
Daraus folgt,**) daß die Gruppe &' der Gruppe 2 mehrstufig isomorph ist, 
und zwar derart, daß jedem Element von fl’ nur ein Element von % ent- 
spricht. Mithin ist auch der Kommutator T von f’ dem Kommutator T 
von & in derselben Weise mehrstufig isomorph. Da aber die Ordnung von 
T gleich der Ordnung mr von & ist, so ist der zwischen T und 7 be- 
stehende Isomorphismus ein einstufiger. Der Kommutator jeder beliebigen 
Darstellungsgruppe ist demnach der wohlbestimmten Gruppe T isomorph. 

Wir erhalten den Satz: 

III. Die Kommutatorgruppen je zweier Darstellungsgruppen einer ge- 
gebenen Gruppe sind einander ısomorph. 

Ist insbesondere R= 9, also r= h, so stimmt auch jede Dar- 
stellungsgruppe von 9 mit ihrer Kommutatorgruppe überein. Aus III. er- 
gibt sich demnach: 

IV. Umfaßt der Kommutator einer Gruppe 9 alle Elemente von 9, 
so besitzt 9 nur eine Darstellungsgruppe“”) 

*) Dies folgt daraus, daß jedesKommutatorelement von % die Form Z/; Z,, L;'L,; hat. 

**) Vergl. Dyck a. a. O0. und Burnside, Theory of Groups of finite Order, $ 182. 

“=, [ie genauere Bestimmung der Anzahl der einander nicht isomorphen Dar- 
stellungsgruppen einer Gruppe $, deren Kommutator nicht alle Elemente von 9 um- 
fat, werde ich in einer späteren Arbeit durchführen. 


B: 
pi 
S 
3 
5 
3 
& 
8 
5 
2 


el 
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$ 4. 

In den bisherigen Betrachtungen ist das Hauptgewicht auf die Unter- 
suchung der sämtlichen Zahlensysteme r,, gelegt worden, zu denen Dar- 
stellungen der Gruppe 9 durch gebrochene lineare Substitutionen gehören 
können. Die andere Frage: „wie lassen sich die verschiedenen zu dem- 
selben Zahlensystem ”, „ gehörenden primitiven Darstellungen der Gruppe 9 
bestimmen?“ läßt sich ohne Einführung neuer Hilfsmittel auf Grund der 
Sitze des Herrn Frobents beantworten. 

Es sei wieder wie in $ 2 


GE AHH+AT + +AG,-, (= E) 


eine beliebige durch die Abeische Gruppe ergänzte Gruppe von 9; es 
mögen A,, A,,.,w'”(A) und 7%) „, = w”(4,,.) dieselbe Bedeutung haben 
wie dort. Dann ist, wie wir gesehen haben, die Untersuchung der sämt- 
lichen zu dem Zahlensystem »%) „, gehörenden primitiven Darstellungen der 
Gruppe 9 durch gebrochene lineare Substitutionen identisch mit der Be- 
stimmung der verschiedenen dem Charakter w“” (A) von WA entsprechenden 
primitiven Darstellungen der Gruppe © durch ganze lineare Substitutionen 
oder, was dasselbe ist, mit der Bestimmung der diesen Darstellungen ent- 
sprechenden zur Gruppe © gehörenden Matrizen.”) 

Für diese gelten nun folgende Sätze:**) 

„Bedeuten die ah Größen x, ,«, (? = 0, 1,...„a—-1;4=0,1,...,h-1) 
unabhängige Variable, so werden die sämtlichen dem Charakter w“) (A) ent- 
sprechenden, zur Gruppe ® gehörigen primitiven Matrizen dadurch erhalten, 
daß man die zur Gruppe gehörige Matrix A-ten Grades 


F 


Tu 


in primitive Teilmatrizen zerlegt. Sind ®,,®2,,...,2,, die /, verschiedenen 
Primfaktoren der Determinante Q(? von F, ist /, der Grad des Prim- 
faktors 2,, so ist 

(20.) Qe = Bi Bi... Du, 


also 


(21.) htRte+f,=h 


*) Frobenius, D. 1. 
**) Frobenius, Über Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen 
ihrer Untergruppen, $$ 2 und 3. Sitzungsberichte 1898, S. 501. 
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ET RER re 


Sind ferner x’ (S),x” (I), -.., 2» (5) die den /, Primfaktoren 2, entsprechenden 
Charaktere von ®, so ist, wenn S = A,@, ist, 
22) KOHL HR) = hy (A), | 


wo &, gleich 1 oder gleich O ist, je nachdem 4 = 0 oder >O ist.“ 
Setzt man nun, wenn Z irgend ein Element von & bedeutet, 


(23.) = Er zw‘ (A,) Tuary 


ee ee 


so läßt sieh F'® in der Form 
e) _ lade) _ 
Ye = (yaez') 


schreiben. Ferner wird, wie leicht ersichtlich ist, für jedes Element A von W 


(24.) Yan = vr A. 
Bezeichnet man das Element /77' von 9 mit /Z,,, so erhält man 
(T, G, = Mu (7, = BR? 


also G7' = Ay) Fr. Daher ist, wenn /Z, /I7' = H, gesetzt wird, 


GG = Au An 


a, ut 4 


u, gt 


! 
hf 0 ” 


Bezeichnet man nun den Ausdruck y4) mit z,,, so wird wegen (24.) 


(a) ur 
y H,, 1 


(a) _ı — ıyla) ) eier 2 
Ye; Gy u = vw . (i 4 u' ‚) we (ı Ar ww) 2 “H, Hu Te Hop ee I H 
I» 


Da nun das Zahlensystem 7%) m, dem AST EIER (4) genügt und, 
wegen (,= E, ri) „= 1 ist, so ist 


PR) ZUR We | pen ed) red) — 
47 Fr U ER Dr FR ii 7ER Fre 


r Ya u! 
p , H F ki’ b b) , 
i „ u Tu H KH 4 u 


Daher läßt sich die Matrix Y'® in der Form 


(25.) Yo) — = (MI-ı a Zpo-1) (B,Q= H,Hı...., M,_) 
schreiben. Wir sehen also, daß Y sich auch als die in $ 1 dem Zahlen- | 


system v5) zugeordnete Matrix A-ten Grades ansehen läßt. 


Nimmt man an, & = sei eine Darstellungsgruppe von 9, so ist 
jedes System von Zahlen r,,, die den Gleichungen (4.) genügen, einem 
der « = m Zahlensysteme r%,, assoziiert. Aus dem zitierten Satze läßt sich 


daher schließen: 








ira u ac 
BERNER EEE ; 


DW Ru 


RT EN 
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V. Ist "po eine helrelnge Lösung der Gleichungen (A.), sınd 


Ute tm_, 


unabhängige Variable, und setzt man 


» 3 Auen — 2\ . 1 7 
TER Xpa-t) — Z(A)z,, (A H,,H .. H,_ı) 


so ıst jede zu dem Zahlensystem "pg gehörende primitiwe Darstellung der 
(Gruppe 9 einer der primitiven Darstellungen aqumalent, m welche die durch 
die Matrizen (R) gebildete Darstellung zerlegt werden kann. 

Ich will nun zeigen, wie sich die Anzahl /,*der Primfaktoren von 
4 oder, was dasselbe ist, die Anzahl der verschiedenen dem Charakter 
v'(A) von U entsprechenden primitiven Darstellungen von & genauer be- 
stimmen läßt. Die Methode, die hier zur Bestimmung von /, angewandt 
wird, ist der von Herrn Frobenius*) zur Bestimmung der Anzahl der ver- 
schiedenen Primfaktoren der Gruppendeterminante benutzten Methode genau 
nachgebildet, 

Für jeden der /, dem Charakter w‘?(A) entsprechenden Charaktere 
2» (S) von & ist 

29 (4,6) = WO (A) 42 G,). 

Da nun 


— „U (S-N „WO (S\ _ VO) AA (AN „Co)f N 
ah 0" Z 2 & 7 Z (>) Fr vr / j (A; (r, ) / (A, (7,) 


Ss 


e._ x (a)/ Fe \ .‚(0) z (1 ‘ (u) ı\ a y (0) { !—]\ .,(0) r 
= U (4; A,)% 67 ıy (Gr) de) a; )# (H, 


sl 


IA I 
ist, ”) so erhält man 
(26.) za) Pla) =h. 


[5 


Ferner ergibt sich aus der für jeden Charakter /-ten Grades be- 
stehenden Formel”**) 


a a RE 
= X (Gr, D (7, 5) u: f (6; J ri: ((G,) 
die Gleichung 
h—1 ” ] 
3x9 (GG GG)= x (G7') 29 (G,). 
pt) [% 


*, Primfaktoren, $ 7. 
.“*) Frobenius, Gruppencharaktere, $ 5, Formel (10.). 
“**) ebenda, Formel (5.). 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 1. 
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Es ist daher wegen (26.) 


Fe seOrRANn-ıN I 
> — x (G; * (1, (7) = | 


N 


und 
L, 


I) fo 0 i- B. 5 , 
3 37x (Ga) eh, 


e=1 A, h 


oder auch 


Un 


hln= 2 8 1 ya (G' 67 6,6,). 


—] 
— u 
4,4 o=l1 ı 


Es sei nun 
(ri 


A, v) 


(1; ' (ı-! (7, (7, = F. 


u 


wo F, „ ein Element von W bedeutet. Dann ist nach (22.) 


! a 
- fe ) Fan . Y 7 f y 
7% x (G7 > (7, (7) . y\®) (F,,.) €,» 


Fun I 
Wir erhalten daher 


h--1 
(27.) h.= 22 v“" (FR, .) 


Ä=U Hu 


wo .. diejenigen der Zahlen O,1,...,%—1 durchläuft, für die G7'67'10,6, 
ein Element von W ist, oder was dasselbe ist, für die /7, mit /7, vertauschbar 
ist. Aus (27.) läßt sich /, folgendermaßen bestimmen. 

Es mögen die 4 Elemente /7,, /I,,..., /I,_, von 9 in & Klassen kon- 


jugierter Elemente zerfallen, die mit (0), (1),...,(k—1) bezeichnet werden | 
mögen; es möge die Klasse (g) genau A, Elemente enthalten, das Zeichen (0) Ä 


4 


die Hauptklasse (das Element £) bedeuten. Zwei Elemente @, und @, 


können offenbar nur dann in & konjugiert sein, wenn es //, und //, in 9 | 

sind. Es läßt sich aber auch, was an einer späteren Stelle die Betrachtung | 

vereinfacht und hier gleich festgesetzt werden soll, das vollständige Rest- 

system @,, @,,..., @,_, von & mod. A so wählen, daß G, und @, stets dann 

in & konjugiert sind, wenn /7, und H, einer Klasse (g) angehören. Sind 
L 


nämlich /7,,H,,... die mit //, konjugierten Elemente von 9, so enthält 
jeder der Komplexe AG, , A@G,,,... mindestens ein mit @, konjugiertes Element; 
man bezeichne dann diese Elemente mit @,,@,,.... Ebenso verfahre man, 
wenn etwa /Z, ein mit //, nicht konjugiertes Element ist, in bezug auf @,, 
u.s.w. Gehören dann etwa /],, H,,..., /l,_, den k verschiedenen Klassen 


(0), (Wy..., (k-1) 
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an, so sind in © unter den Elementen @,, @,,..., 7,_, genau A, = 1 konju- 
siert (7,, genau A, konjugiert @,, u. s. w, 

Sind nun A,,F,,... die mit dem Elemente //, der Klasse (e) ver- 
tauschbaren Elemente von 9, so ist 


’ / y Y ’ | 
N ’ { 1, 2,000; 
(7, Bi; Een I hg Gun (7, ’ ( ) 


F A 5 3 ’ R ' 

Es seien unter den | Elementen F,,,, genau «a, unter einander verschieden. 
lo .% 

Dann bilden diese «, Elemente offenbar eine Untergruppe WU, von A; und 


” . . . . . li . 4 . 
man sieht auch leicht ein, daß «, ein Divisor von „ sein muß. Ferner zeigt 
lo 


man leicht, daß die Gruppe W, sich nicht ändert, wenn @, durch ein kon- 
jugiertes Element (@, ersetzt wird. Man erhält auf diese Weise % Unter- 
gruppen 

AUl= £), A 5... , Ui 


von X, die beziehungsweise den 4 Klassen (0), (1),..., (A—1) von 9 zuge- 
ordnet sind.*) Ferner bilden diejenigen Elemente 5 von, für die w” (5) = 1 
ist, eine Untergruppe ®, von U. Es sei D,, der größte gemeinsame Teiler 
der Gruppen U, und ®,, d,, die Ordnung von D,,. Dann erhalten wir in 
(27.), wenn //, der Klasse (oe) angehört, 


. I hd,, ALIEN 
zw) = vr he won, 
u 


di, h, J h, ad, J' / 


wo .J alle Elemente von Y,,-J/' ein vollständiges Restsystem von \[, mod. D,, 


q . . . do r {a IN . \ 
durchläuft. Nun bilden aber die —- Zahlen w”(./) einen Charakter der 


u 
Gruppe 5 und da w‘®(.J/’) nur dann gleich 1 sein soll, wenn ./’ der 
a0 


Gruppe D,, angehört, so erhalten wir nach einem bekannten Satze 
zu) 0, 


außer wenn d,, = «,, d.h. X, in B, enthalten ist. Es kann daher gesetzt 
werden 


)It etw A=W+U,B,+--+Q,B,, so entsprechen der Klasse (g) von 9 


l 
u. 


. ad . > ä . . nn j . a 

in ®& — verschiedene Klassen von je a,h, konjugierten Elementen, die durch die Ele- 
do nen 2 

mente @,,B,@,,..., Ba @, repräsentiert werden. 


ag 
N 
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Fr Er ki; 
(28.) ZW@(R, =! | er 
11 


h, ka, 


0 
= 


wo |], wie gewöhnlich, die größte ganze Zahl bedeutet, die = ist. Da 


die rechte Seite der Gleichung (28.) nur von der Klasse (0) abhängt, der 
das Element //, angehört, so erhalten wir aus (27.) 


k—1 1» 
per = |. 
d.h. /, ist gleich der Anzahl der Klassen (ge) von 9, für die VW, in B, ent- 
halten ist. 
Diesem Ergebnis läßt sich auch folgende Fassung geben: 
VI. Ist r,, irgend eine Lösung der Gleichungen (A), so besitzen ge- 
wisse Il N”) unter den k Klassen konjugierter Elemente von 9 die Eıgen- 


schaft, daß, sobald das Element P emer dieser I Klassen angehört und Q ein 


beliebiges mit P vertauschbares Element ist, 7. ,= ?,.r ist. Diese Zahl I gibt 
zugleich die Anzahl der verschiedenen (einander nicht aqumalenten)**) zu dem 


Zahlensystem r, ,„ gehörenden primitiwen Darstellungen von 9 an. 

Die Grade der Charaktere einer Gruppe sind, wie Herr Frobennıis 
(Primfaktoren, $ 12) bewiesen hat, Divisoren der Ordnung der Gruppe. In 
genau analoger Weise läßt sich beweisen: 

VI. Enthält die Gruppe © der Ordnung ah eme aus invarianten 
Islementen von & bestehende Untergruppe der Ordnung a, so geht der Grad 
eines jeden Charakters nicht nur ın ah, sondern auch m h auf. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Vlla. Der Grad eimer jeden primitiven Darstellung emer Gruppe 
durch (ganze oder gebrochene) Imeare Substitutionen ıst em Dimisor der Ord- 
nung von N. 

Ich beweise den Satz VII folgendermaßen: 

Setzt man für die «Ah Variabeln x,, wo S alle Elemente von & durch- 
läuft, fest, daß für je zwei Elemente S und 7 x,r = Xrs sein soll, so wird 
für je zwei konjugierte Elemente S und 5 der Gruppe x, = zu. Dagegen 
sollen, wenn 4’ die Anzahl der Klassen konjugierter Elemente von © und 
S,5',8”,... 4 Elemente von ® sind, von denen nicht zwei einander konju- 


*) Die Hauptklasse (0) besitzt stets diese Eigenschaft. 
**) P)agegen können, wenn der Kommutator von 9 nicht gleich 9 ist, unter diesen 
/ primitiven Darstellungen auch mehrere einander assoziiert sein. 


ren. 
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giert sind, die Größen ;, X, Zr, ... als unabhängige Variable angesehen 


werden. Es wird dann für zwei beliebige Elemente S und 7 auch 


( .) . a i & . C . (a 
ya EWR lA,) a EU (Ay) yR. 
3 i 4 37 


i» 


Daher wird, wenn 7, und H, zwei konjugierte Elemente von 9, also nach 
unserer Festsetzung @, und @, konjugierte Elemente von & sind, 4) = y% 


oder 27, = ?„,; Man bezeichne, wenn //,, M,,... die h, Elemente der Klasse 
(0) von 9 sind, die einander gleichen Größen 2,,,27,,... alle mit 2,. Ist 


nun (o) .eine Klasse, für die VW, nicht in ®, enthalten ist, so lassen sich 
Elemente A von A, angeben, für die w”(A)+1 ist; es ist dann, weil @, 
und /@, konjugierte Elemente von & sind, nach (24.) 


u Bi 0.) pie (a —] FR 
Be. us Ya, = Na 7 I iv (A ) Yes; er V, 
Ist dagegen (e) eine der /, Klassen (&) = (0), (8,), ..., für die A, in ® 


enthalten ist, so ist 


un [74 u 4 a) > > 4 
- Tu Na; au. >: p (B) IBa;3 r ER: 
. 5 


wo 5 ein vollständiges Restsystem von A mod. X, durchläuft, von Null 
verschieden, weil unter den — Elementen 3G, nicht zwei konjugiert, die 
Variabeln x,,;, also alle von einander verschieden sind. Zugleich sehen wir, 
daß die /, Gröben 2,,2,,..., die nicht Null sind, als unabhängige Variable 
angesehen werden können; denn in der Tat enthalten diese Größen, als 
Funktion@n der x; betrachtet, keine dieser Variabeln gemeinsam. 

Nun sind aber die Primfaktoren von @” auch Primfaktoren der 
(sruppendeterminante von & Daher wird (Frobenius, Primfaktoren, $ 6), 
wenn 

| 


& FERE B: y® Ss‘ x. 
Tai, 
gesetzt wird, unter den über die Variabeln x, gemachten Voraussetzungen 
PB, = Sir. 


Es ist aber, wenn x”(G,) mit z,? bezeichnet wird, sobald //, der Klasse (o) 
von 9 angehört, 


1 
. ao) asiA) f N ' 
‚= 72, (A,) x" (@,) Tuss 
fi I, u 


Un 
| 


dd 


1 u \ zur 1 k—1 
Fr - B: y (G,) Ye, = — PM. h. 74 , i 
li u l; e=' 
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Aus der Gleichung 


ER 
Q9) = TE 


A=V) 


folgt dann, da (vergl. Formel (25.)) Q” eine ganze rationale Funktion der 
/, Variabeln z,,2,,.... ist, deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen 


1 


h, ya 


sind, da ferner a 1 ist, nach einem bekannten Satze, daß die /, Größen 
4 
h,y® 
I: (0 = 0,91...) 
fi 


ganze algebraische Zahlen sind. Dies ist dann, weil für die übrigen 4 —/, 
Klassen offenbar 4” = 0 ist, auch für alle e = 0,1,...,k—1 der Fall. 
Daraus ergibt sich aber, wenn x? den zu 4” konjugiert komplexen Wert 
bedeutet, aus (26.), daß auch 
hy) 
k y ee ya» 


° 


fi De 
eine ganze algebraische, und also auch ganze rationale Zahl ist. Das ist 
aber der zu beweisende Satz.” ) 


$ 5. 

Die Bestimmung des Multiplikators und einer Darstellungsgruppe 
einer gegebenen Gruppe 9 nach den in $$ 1 und 3 angegebenen Methoden 
führt auf sehr umständliche Rechnungen. Im Folgenden sollen eigge Sätze 
abgeleitet werden, die in vielen Fällen diese Rechnungen zu umgehen er- 
möglichen. 


*) Der Satz VII läßt sich, wie Herr Frobenius die Güte hatte mir mitzuteilen, 
einfacher folgendermaßen beweisen. 

Es seien (0), (1),... die 4 Klassen konjugierter Elemente, in die die ah=y 
Elemente der Gruppe © zerfallen, es enthalte die «-te Klasse 9. Elemente, und es be- 
deute («') die zu («) inverse Klasse. Sei e,;=0, wenn $#$ «' ist, und &,.r =1; ferner 


sei (Frobenius, Gruppencharaktere, $ 4) JPa# die Anzahl der Lösungen der Gleichung 


SR=RSAB, wo A ein bestimmtes Element der a-ten Klasse ist, wo B die 95 Elemente 
der $-ten Klasse durchläuft, und R und S unabhängig von einander die g Elemente von 
®& durchlaufen. Es ist dann (ebenda, $ 3, (12)), wenn / der Grad eines Charakters von © 
19 i 


ist, fPas—IIa Cazr| = 0, also auch 
’ LE ’ Ga 


Pa Gr es — 0. Folglich sind die & 


Wurzeln 9) dieser Gleichung ganze Zahlen. 
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Jede Darstellungsgruppe $t von 9 ist durch folgende Eigenschaften 
charakterisiert: 
1. enthält eine aus invarianten Elementen von St bestehende Unter- 
gruppe M, und es ist z der Gruppe 9 isomorph; 
2. der Kommutator von $ enthält alle Elemente von Mt: 
3. es gibt keine Gruppe ®, welche die Eigenschaften 1. und 2. be- 
sitzt, und deren Ordnung größer ist als die Ordnung der Gruppe X. 
Die folgenden Sätze dienen dazu, eine obere Grenze für die Ordnung 
m des Multiplikators von 9 abzuleiten. Dieses ist oft hinreichend für die 
jestimmung einer Darstellungsgruppe von Ö; denn wissen wir etwa, daß m 
nicht größer ist als eine gewisse ganze Zahl ın, und kennen wir eine Gruppe 
ft der Ordnung mh, welche die Eigenschaften 1. und 2. besitzt, so schließen 
wir auf Grund des Satzes Il, daß m = m, und daß ft eine Darstellungs- 
sruppe von 9 ist. 
Ich stelle zunächst folgende Betrachtung an. 
Die Bedingung 2. besagt, daß für jeden linearen Charakter z (A 
von 8 2(J)=1 sein muß, sobald J ein Element von WM ist. 


Es si = MAMA, + +HMQ,_,, wo MR, dem Element /7, der 
. K . { 2 .. . 
mit gm isomorphen Gruppe 5 entsprechen möge, es seien J/,, A, ..., 7, 
die Elemente, 
we) ()) — W,, (I (n=V,1,... 


die m Charaktere der /Abelschen Gruppe W. 

Betrachtet man irgend eine primitive Darstellung /-ten Grades von 
ft dureh ganze lineare Substitutionen, die dem Charakter vw (J) = w,(J 
von M entspricht, so ist, wenn (/) die dem Element ./ von Wi entsprechende 


Bedeutet g,; die Anzahl der Lösungen der Gleichung P= PQAB, wenn 
man Pund Q unabhängig von einander die A Elemente @,, @,, ..., @,-ı durchlaufen läßt, 
so ist ee — a”q.3. Denn man erhält aus jeder Lösung ?, Q «* verschiedene Lösungen 

4 
von SR—= RSA B, indem man für R die a Elemente PA,, P4,...., PA.-ı, für S unab- 
hängig hiervon die « Elemente QA,,QA,,.... QA,-ı setzt. Mithin ist 

Just — g” e,5 —=—V 
a a? f? ”. 


y) 
- 


, g\ 
also sind die 4 Wurzeln ( ) 


af 


N . ar 
=( :) dieser Gleichung zeanze Zahlen. 
/ gg 
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Matrix ist, /) = w,„(J).(E). Nun bilden aber die Determinanten der die 
(sruppe darstellenden Matrizen einen linearen Charakter von 8. Folglich 
muß für jedes J 

wrf=wr()=l, 
und also auch MW’ = E sein. Daher ıst f durch die Ordnung des Elementes 


M teilbar. Entsprechen nun etwa dem Charakter w(J) von M im Ganzen 
! Charaktere der Grade f, fi, .... /, So ist nach Formel (21.) 


P+fß+t+f=h. 


Mithin muß A durch das Quadrat der Ordnung des Elementes JM teilbar sein. 
Da dies für jedes Element M von M gilt, so folgt hieraus: 

VIII. Das Quadrat der größten Invarıante (also auch jeder Invarıante) 
des Multiplikators von 9 ıst eın Divisor der Ordnung h von 9. 


Ist also eine Primzahl » nur in der ersten Potenz in A enthalten, 
so ist m durch p nicht teilbar. Speziell sınd alle Gruppen von quadrat- 
freu r Ordnung abgeschlossene (Gruppen. 

Dieser Satz ist in einem viel allgemeineren Satze enthalten. 

Bilden die Elemente /,, H,,..., /7,_, eine Untergruppe © von 9, so 
bilden die in den s Komplexen IQ, MQ;, ..., MQ,_, enthaltenen Elemente 
von $ eine Untergruppe © der Ordnung ms von , die als eine durch 
die Gruppe M ergänzte Gruppe von © anzusehen ist. Es sei W der 
Kommutator von ©, D der größte gemeinsame Teiler von M und ®. Es 
möge ferner 

8K=-S5SA+SA+-+SA,_, 


sein, sodaß sich jedes Element ? von $ in eindeutiger Weise auf die Form 
Ss, A, bringen läßt, wo 5, ein Element von ©’ bedeutet Setzt man dann 
- 


» 


S', =’, und bezeichnet den Komplex 
' n—ı v 
Di NH Da, P 
y—ı) 


mit R,;, so besteht, wie ich in meiner Arbeit „Neuer Beweis eines Satzes 
über endliche Gruppen“) gezeigt habe, für je zwei Elemente P und Q von 
K die Beziehung RR, = NR;,,; ferner ist für jedes Element P von $, das 


*, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1902, S. 1013. 





(Ü 
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dem Kommutator von 8 angehört, N,=NW. Ist nun ?= . ein Element 
von ©, das in M enthalten ist, so ist für jedes» A, /= JA,, also S, , = J: 
daraus folgt aber, daß NR, = W.J* ist. Es ist aber zugleich ./ ein Element 
des Kommutators von $, also NR, = NW. Wir erhalten also für jedes Ele- 


ment ./ die Gleichung 


v 


SEM, 


welche besagt, daß die n-te Potenz jedes Elementes von W in W, und also 
auch in D enthalten ist. 

Ist insbesondere die Ordnung 7 des HKlementes / zu n teilerfremd, 
so ist, weil = E und ./" Elemente von D sind, ./ selbst in D enthalten. 
Berücksichtigen wir noch, daß D nach Satz II einer Untergruppe des Multi- 
plikators von © isomorph ist, so erhalten wir den Satz: 

IX. Enthält 9 eine Untergruppe S von der Ordnung s und dem 
Index n, und bedeutet M diejenige Untergrupp« des Multiplikators MM von 
N. die alle Elemente VON I umfaßt, deren Ordnungen un mn KL ıle rfr md 


rw 


sind, so ıst MU) einer Untergruppe des Mulüiplikators von © isomorph. 

Ist speziell s’ ein Divisor von A, der zu n teilerfremd ist, so bilden 
die Elemente von WM, deren Ordnungen in s’ aufgehen, eine in M) ent- 
haltene Untergruppe von W. Aus IX ergibt sich daher insbesondere: 

= Ist p“ die höchste Potenz der Primzahl P> dı In h anufg ht. und 
st © ewme Untergruppe von 9, deren Ordnung durch p* terlbar ist, 
dıe Ordnung m des Multiplikators von 9 durch keme höhere Potenz 
teilbar. als dies für die Ordnung m’ des Multiplikators von © der Fall 

Man wird daher, um zu untersuchen, durch welche Potenz von y 
die Zahl m teilbar ist, zunächst die Multiplikatoren derjenigen Untergruppen 
von Ö, deren Ordnungen durch p* teilbar sind, zu bestimmen suchen. Ist 
speziell für eine dieser Gruppen m zu p teilerfremd, so ist es auch für 
der Fall. _ 

Ich will noch bemerken, daß, wenn s und ”» teilerfremd sind, die 
oben betrachtete Gruppe D mit der Gruppe MU übereinstimmen muß. 
Denn da D einer Untergruppe des Multiplikators von S isomorph ist, so 
geht nach Satz VIII die Ordnung eines jeden Elementes von D in s auf. 
Daher ist D wegen der von uns gemachten Annahme in MW enthalten. 
Zugleich ist aber auch M eine Untergruppe von D; folglich ist in der 
Tat dD=-M". 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 1. 
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Aus X ergibt sich fast unmittelbar: 
XI. Besitzt eine Gruppe 9 die Eıgenschaft, daß jede ıhrer Unter- 


gruppen von Primzahlpotenzordnung ewme zyklische Gruppe ıst, so ıst 9 eine 


abgeschlossene Gruppe. 

Um dies zu beweisen, genügt es auf Grund des Satzes X zu zeigen, 
daß jede zyklische Gruppe & eine abgeschlossene Gruppe ist. Dies ist 
aber leicht einzusehen. Denn ist & = (X, &) eine beliebige durch eine 
Abelsche Gruppe X ergänzte Gruppe von E, so ist, weil A aus invarianten 
Elementen von & besteht und = eine zyklische Gruppe ist, © eine Abelsche 
Gruppe; ihr Kommutator also gleich £&. Daraus folgt aber, daß der Multi- 
plikator von & in der Tat gleich E ist. 














Neue Grundlagen der Arithmetik. 


Von K. Hensel, 


In der Arithmetik sind die positiven ganzen Zahlen und nur sie dureh 
die Natur gegeben; die Null, die negativen, die gebrochenen, die irratio- 
nalen und die imaginären Zahlen sind Symbole, welche man hinzugenommen 
hat, um in dem erweiterten Gebiete alle Rechnungsoperationen ausführen 
zu können. In welcher Weise man diese neu eingeführten Symbole be- 
zeichnet, ist gleichgiltig. Ich möchte in den folgenden Betrachtungen eine 
von der gewöhnlichen verschiedene Darstellung dieser Zahlen einführen und 
zugleich die aus ihr folgenden neuen Prinzipien der Arithmetik zur Be- 
sründung einer neuen Theorie der algebraischen Zahlen benutzen. Ich 
bemerke dabei aber, daß man auf diesem Wege auch Mittel für die arith- 
metische Untersuchung der transzendenten Zahlen erhält, insbesondere 
allgemeine Kriterien dafür, ob eine Zahl algebraisch oder transzendent ist: 
denn die vorliegenden Untersuchungen ergeben zum ersten Male eine not- 
wendige Bedingung dafür, daß eine vorgelegte Zahl algebraisch und nicht 
transzendent ist, und zwar stimmt dieselbe wörtlich mit dem Cauehy-Pinsenn- 
schen Kriterium für die algebraischen Funktionen einer Variablen überein. 


51. 
Es sei p eine beliebige Primzahl; dann kann jede ganze positive 
Zahl A auf eine einzige Art nach steigenden Potenzen von p so entwickelt 
werden, daß die Koeffizienten Zahlen der Reihe 0,1,2,...,p—1 sind. Ist 


(1.) A= ap" +4Asrı ser — e.4 d, p* 


diese Entwieklung, also «a, der erste von Null verschiedene Koeffizient, so 
sagen wir, A besitzt in bezug auf p die Ordnungszahl «. Eine Zahl 


- % 
‘ 
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(1?.) E= e+ep+'++e,p, 
deren Anfangskoeffizient &,>0 ist, soll eine Einheit modulo p genannt werden. 
Dann folgt aus (1.) die Gleichung 

(2.) A=pE. 


Jede Zahl ist also auf eine einzige Weise als Produkt einer 
Einheit und einer Potenz von p darstellbar, deren Exponent gleich der 
Ördnungszahl von A ist. 


Zur leichteren Repräsentation einer solchen Reihe: 


(3.) b= b,+b,p+bp’+-+b,p® 
benutzen wir nach Analogie der Dezimalbrüche die Darstellung 
(38, B= bs, BR en 


wobei allgemein der mit p* multiplizierte Koeffizient 5, an die 4-te Stelle 
hinter dem Komma gesetzt ist. 

Bei der Untersuchung einer Zahl A in bezug auf ihr Verhalten für 
die Primzahl p» spielt ihre absolute Größe eine ganz nebensächliche Rolle: 
dagegen ist es von besonderer Wichtigkeit, welche Potenz von p sie als 
Faktor enthält, und welches ihre Anfangsglieder in der Darstellung (1.) 
sind. Bei der Darstellung (3°) sind also die ersten Ziffern b,, d,, ba, ... für 
diese Untersuchungen viel wichtiger als die letzten b,, b,_1,..- : 

Fügt man z. B. zu der Zahl 13 = 3+2-5 das Glied 4-5" hinzu, so 
kann die so sich ergebende sehr große Zahl 13-+4-5" in allen Kon- 
gruenzen für eine Potenz 5° als Modul, deren Exponent AZ£10 ist, unbe- 
denklieh für 13 gesetzt werden und umgekehrt. Für alle derartigen Unter- 
suchungen sind also die beiden Zahlen 


3,2 und 3,2000000004 


äquivalent, genau ebenso, wie die beiden gleich bezeichneten dekadischen 
Dezimalbrüche äquivalent sein würden, wenn keine höhere Genauigkeit als 


die einer Einheit der neunten Dezimalstelle gefordert wird, oder wenn Zahlen 
= ] 1 
\ 
10/ 
Wir wollen dieser Eigenschaft der Zahlen in bezug auf die Prim- 

zahl p in der Weise Rechnung tragen, daß wir für den Bereich von p die 
sämtlichen ganzen Zahlen in anderer Weise anordnen. 


von der Größenordnung ( vernachlässigt werden. 
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Von zwei Zahlen 


B=.,09%.. mE Coca. 


l 


soll B für den Bereich von p größer als € heißen, wenn von den 
Differenzen 
Do—cHh Dr-lye 
die erste nicht verschwindende positiv ausfällt. 
Um diese Ordnung deutlicher hervortreten zu lassen, ordnen wir 
jeder Zahl 
B= u+tb,p+b,p+- +b, p° 
bb, b...b, 


eine Maßzahl 


b. bh, bh, 
b= but ++ ..+- = 
gg 9 g' 


zu, in welcher 9 eine willkürlich aber ein für alle Male fest gewählte ganze 
Zahl bedeutet, welche größer als p ist. Für die unterhalb 10 liegenden 
Primzahlen p = 2,3,5,7 können und wollen wir 9 einfach gleich 10 an- 
nehmen. Dann ist für solche Bereiche die zu einer Zahl BD = b,, b, br ... b, 
zugehörige Maßzahl 5 einfach der mit denselben Ziffern geschriebene ge- 
wöhnliche Dezimalbruch. 

Zu jeder Zahl 3 gehört dann offenbar eine und nur eine Maßzahl 2, 
und die soeben gegebene Anordnung jener Zahlen fällt zusammen mit der 
folgenden: 

Von zwei Zahlen 5 und Ü ist diejenige für den Bereich von p 
die größere, welche die größere Maßzahl besitzt. 

Wir wollen diese Beziehung durch die Ungleichung ausdrücken 

B>U (D; 
in Worten: 5 ist größer als U für den Bereich von p. 

Läßt man in 5 die auf eine Ziffer 5, folgenden fort, so erhält man 

eine Zahl 
B, == Ds.8, Du... 05, 
welche zwar von 5 verschieden, aber für alle Potenzen von p als Modul, 


deren Exponent kleiner oder gleich k+1 ist, kongruent ist zu. Ich will 
diese Zahlen 3, daher die Naherungswerte von B für den Bereich von p 
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nennen, weil man sie bei allen Untersuchungen für 5 setzen kann, bei 
denen Vielfache von p'*' vernachlässigt werden dürfen. Auf Grund der 
neu definierten Größenanordnung unterscheiden sich dann die Näherungs- 
werte D,, B,, B,,... der Reihe nach um immer kleiner werdende Zahlen von 
B. It b=b,b,...b,, so sind alle Näherungswerte BD, ;,, D,}.,... einander 
gleich, nämlich gleich 5. 

Sieht man von der Beschränkung ab, daß die Koeffizienten db, mo- 
dulo p reduziert sein sollen, so kann man eine und dieselbe Zahl 3 auf 
sehr verschiedene Arten in der Form 


B=b,-+b, p+--+b,p° 


darstellen; wir wollen auch solche „nicht reduzierte“ Darstellungen zulassen, 
sie aber von der eindeutig bestimmten „reduzierten“ Darstellung genau 
unterscheiden. 

Schreibt man die nicht reduzierte Zahl B= &5,p' in der Form 


b= (b-p&)+(&+b— pP) p+(&+ ,—p8&) p+ 
= b,+b,p+bp’+-, 


so kann man die Zahlen &,&,... auf eine einzige Weise so bestimmen, 
daß die neuen Koeffizienten ,, d,, d,,... sämtlich reduziert sind. Man er- 
hält nämlich die linearen Bestimmungsgleichungen: 


b, — bo+tp& 
&+b, = b,+P& 
+ b, = +P& 


Aus der ersten Gleichung bestimmt sich Ö, als der kleinste Rest 
von d, modulo » und somit auch &, offenbar eindeutig, aus der zweiten 
ebenso Ö, und & usw.; diese Gleichungen ergeben also stets eine eindeutig 
bestimmte Lösung, so groß auch ihre Anzahl sei. Schreibt man B in der 
abgekürzten Form 


Baba. 


so hat man von links nach rechts gehend jede Ziffer durch ihren kleinsten 
Rest modulo p zu ersetzen und die nächste Ziffer um &, zu vermehren, wenn 
bei der vorigen &;p fortgelassen wurde. 


Ei 

Ei: 
E: 
% 
# 

j 

2 

x 





a ee 


u... 








ae 
N 
% * 
SE 
$ £ 
be. 
B 
Be 
= 
€ 
= 
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Die Addition und die Multiplikation zweier Zahlen 


B=0,5,5.. ii C=o,G6... 


erfolgt genau so wie die Addition und Multiplikation von Dezimalbrüchen, 
nur beginnen die Operationen nicht bei den letzten, sondern bei den ersten 
Ziffern d, und <,; und falls eine der so sich ergebenden Ziffern größer als 
p—1 ist, so wird nicht die nach links, sondern die nach rechts benachbarte 
Ziffer um die entsprechende Anzahl von Einheiten vermehrt. Offenbar er- 
geben sich nämlich für die Summe und für das Produkt der beiden Zahlen 
B und © die folgenden Darstellungen in der nicht reduzierten Form: 


B+Ü - (bu+ c)+(b,-+ C,) p+(b2»+6;) pt 
BC =b,oa+lbcaH+b )p+l&+b,c,+b,c,) pPP+ 


und diese sind dann nach der soeben gegebenen Vorschrift in ihre reduzierte 
Form überzuführen. Das Verfahren übersieht man am einfachsten an den 
beiden folgenden Beispielen, bei denen die Primzahl » gleich 5 ange- 
nommen ist: 
2,3042134 
+ 3,2413123 
0,10113031 
4,324 
3,405 9) 
2,1332 
10133 
21332 
2,2312242 
Sind 
B= p’ E, = PE 
zwei beliebige Zahlen, so folgt aus der Gleichung 
BU=pftEE, 


wenn man beachtet, daß das Produkt zweier Einheiten modulo » offenbar 
wieder eine Einheit ist, der Satz: 
Die Ordnungszahl eines Produktes ist gleich der Summe der 
Ördnungszahlen seiner Faktoren. 
Die Summe oder das Produkt beliebig vieler Zahlgrößen ergibt wieder 
eine Zahlgröße derselben Art. 
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Anders ist es bei der Differenz und bei dem Quotienten zweier 
Zahlgrößen. Unter gewissen Bedingungen findet sich das Resultat einer 
solchen Operation nicht in dem bis jetzt definierten Bereiche, und wir sind 
daher gezwungen, denselben in geeigneter Weise zu erweitern. 

Unter der Differenz A— DB verstehe ich eine reduzierte Zahlgröße 


Y 
( -. Co, C C5 .... 
welche der Bedingung 
B+C6=ÄA 


oder der Bedingung 
(4) (b+a)+p(bh+e)+P (+o)+ = ut p+npP+- 


A eine Zahlgröße D, für 


genügt. Analog verstehe ich unter dem Quotienten B 


welche 5D=A ist. 
Schreibt man die Gleichung (4.) in der Form 


= G+raptap+t Bar (a,—b,)+(a, —b,) p+(@—b,) pt 
= (g-btpa)t 1 -a—btPpE)P+@a- 2 +PpE)P+, 


so ergeben sich für die reduzierten Koeffizienten &,, €, &,... die folgenden 
Gleichungen: 

C, =, —b,+p&, 

(5, = a—&s—b+tpE 

yhe = h-s—tpPE, 





durch welche dieselben sukzessive eindeutig bestimmt werden; denn aus 
der ersten ergeben sich c, und &,, aus der zweiten c, und &, usw. 

Die so sich ergebende Vorschrift für die Subtraktion einer Zahl 
b=b,,Öd,..b, von einer andern A = a,, a, ...a, stimmt also vollständig mit 
derjenigen für die Subtraktion von Dezimalbrüchen überein. Nur muß man 
wieder die Operation mit den ersten Ziffern «, und d, beginnen und jedesmal, 
wenn der Subtrahendus d, größer ist, als der Minuendus «a,, von der nach 
rechts benachbarten Ziffer a;,, eine Einheit derselben borgen. So erhält 
man für die Grundzahl 5 folgendes Beispiel: 

3,121341 | 
— 4,434320 (5) | 
4,131411 
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DV 


Diese Operation ist immer ausführbar und ergibt stets ein eindeutig be- 
stimmtes Resultat, wenn die ganze Zahl .| im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes größer ist, als die ganze Zahl 3 oder ihr gleich ist. Wenn dagegen 
B kleiner ist als A, so muß das Gebiet der positiven ganzen Zahlen in 
jedem Falle erweitert werden, damit sich das Resultat der Operation I— 
in dem Zahlengebiete findet. Gewöhnlich geschieht das so, daß man jedeı 
Zahl A ein Symbol A" = — A zuordnet, welches durch die Gleichung 


AA =0 


definiert wird. Diese Erweiterung würde nun bei der Untersuchung der 
Zahlen in ihrem Verhältnis zu der Primzahl » eine nicht naturgemäße An- 
ordnung aller Zahlensymbole herbeiführen und die Einsicht in die hier 
seltenden Gesetze wesentlieh erschweren. 

Ich will daher mit Hilfe der folgenden Betrachtungen das Gebiet 
der positiven ganzen Zahlen in anderer Weise erweitern und dann nach- 
weisen, daß in diesem größeren Gebiete zunächst die vier elementaren 
eehenoperationen ohne jede Beschränkung ausgeführt werden können und 
stets zu eindeutig bestimmten Resultaten führen. 

Sind 

A= 0 u 


B -_ bu. h, h, Eu bh, 


0) 
S 


ganz beliebig gegeben, so liefert uns die Auflösung der linearen Gleichungen 
(3.) in jedem Falle eine eindeutig bestimmte, beliebig weit fortsetzbare Reihe 


modulo » reduzierter ganzer Zahlen 


welche aber, falls A kleiner als 5 ist, nicht abbricht. Betrachtet man die 
aus den o+1 ersten Zahlen dieser Reihe gebildete positive ganze Zahl 


GG. = + Pp+RP ++ ec, p°, 
so befriedigt sie zwar nicht die Gleichung A— DB = (/,, wohl aber genügt 
sie der Kongruenz 


A—B GG  (modyp°*'), 


da die o+1 Zahlen «,, €,,..., c, den Gleichungen (D.) genügen. Die Zahl (% 
würde also nach der auf S. 51 gegebenen Definition ein Näherungswert 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 1. 


x 














are Ilensel, neue Grundlagen der Arithmetik. 


einer durch die Gleichung 
A-B=6Ü 


definierten Zahlgröße sein, und diese Beziehung besteht für jeden noch so 
großen Wert von o, wenn man die Reihe der Koeffizienten c genügend 
weit verlängert. 

Untersucht man die Zahlen nicht in bezug auf ihr Verhalten modulo p», 
sondern wie gewöhnlich in bezug auf ihre Größe, so wird man gezwungen, 
sogenannte »rahonale Zahlen einzuführen; so definiert man z. B. die Zahl 
durch den ins unendliche fortgesetzten Dezimalbruch 


rn = 3,14159265 ... , 
weil man ein Mittel kennt, seine Ziffern beliebig weit so zu berechnen, daß 
er der für rz geltenden Definitionsgleichung mit jeder vorgegebenen Ge- 
nauigkeit genügt. 
In derselben Weise wollen wir den Bereich der positiven ganzen 


Zahlen erweitern, indem wir jede begrenzte oder unbegrenzte Reihe mit 
modulo » reduzierten ganzen Koeffizienten 


GC=aotrap+ap + = 0961 62... 
als eine Zahlgröße für den Bereich von p definieren, wenn eine Vorschrift 
existiert, ihre Koeffizienten so weit zu berechnen, als man nur immer will. 


Ich zeige zunächst, daß in diesem erweiterten Bereiche, aber auch 
nur in diesem, nicht nur die Subtraktion, sondern auch die Division einer 
eewöhnlichen ganzen Zahl durch eine andere ein wohl definiertes Resultat 
ergibt. Es seien 


Aa, ur 


b=b, bb... b, 


0 0) 
zwei ganze Zahlen, und es sei vorläufig 5, nicht gleich Null. Ist dann zu- 
. . ; ° \ A .. . r 
nächst A ein Vielfaches von 2, so ist U = 7, diejenige ganze Zahl, für welche 
= BU ist. Die unbekannten Koeffizienten c,, €, €,... ergeben sich aus 
der Gleichung 
A,t+a,p+ dp" +. = 5,64 (bu a+b, 9) p+ (bi G+bcH+ b, Cu) pP 1 he 

Schreibt man die linke Seite in der Form 


(w+pe)+ (a -at+p&)Pp+ m -HtpE) pt, 





Pi 


am 
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ist. 


ist. 


so ergeben sich zur Bestimmung der ganzen Zahlen «,, ©, Cu, ... &ı, &, 


die Gleichungen: 


und hier ist, was stets möglich ist, e, so zu bestimmen, daß c«, eine redu- 


. . . » . . A 
zierte ganze Zahl wird; hierauf e, so, daß c, reduziert ist u. s. w. Ist 


s r . - ; 2 .- 
so bricht die Reihe ab. Ist ; nicht ganz, so erhält man auf diese Weise 
eine wohldefinierte Reihe U = «,, c, €, ..., deren Näherungswerte Ü, mit jeder 
Annäherung die Kongruenz 


befriedigen, falls der Exponent k groß genug gewählt wird, und die daher 
als der Quotient r für den Bereich von » definiert werden soll. 

Auch die Division einer Zahl .| durch eine andere 3 kann, wie 
man sich leicht überzeugt, genau ebenso wie die zweier Dezimalbrüche 
ausgeführt werden; man bestimme nämlich die erste Ziffer c, so, daß .| und 
c,D in der ersten Ziffer übereinstimmen, sodaß also 


d.h. die so sich ergebende Zahlgröße (' = Fc, y* ist der gesuchte Quotient 


re : 
z für den Bereich von ». 


Dann bestimme man c,,6,,... so, daß 


Dann wird in der Tat für 
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( E 4, + pe, 
er 9: 
b, 
ua tp—hc, 
hie 7 
[#7 

dl = 5 }- PE&, — (b, B ! h, c,) 

Go _ ._ a, 


7 ganz, 


B 


A=BtC, (mod p*'') 


A-aB=0,% ... 


AI—(c+ 6, pP) B= 0,0 ie 
I-(+4p+ap) DB =0,0%0ay ... 


( h = GytC,P +6p°+ +c,p" 
A—6,B=V0 (mod »**"), 
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So ergibt sich z. B. für die Grundzahl p = 5: 


2:4,21 = 2,4220 2204... 
L) 
) 


305 (D) 
3044... 

305 

14444... 

I1ll 

33344... 


Man erkennt, daß diese Division eine periodische Reihe ergibt. 

Mit diesen neuen Zahlgrößen, von denen die rationalen Zahlen einen 
Teilbereich bilden, will ich mich im folgenden genauer beschäftigen und 
zunächst die Vorschriften für die elementaren Rechnungsoperationen mit 
ihnen 


geben. 


$ 2. 
Es sei 


A= A, -aptap + = (Ay, 4, Ayo 


eine beliebige Zahl des im vorigen Abschnitte definierten Bereiches, deren 
Koeffizienten @,. @,, @,, ... also eine unendliche Reihe wohldefinierter reduzierter 
vanzer Zahlen bilden. Dann soll für jedes 4 = 0,1,2... die ganze Zahl 


A, = ta, p+ pt +a,p" = OU U Ay... 
der i-te Naherungswert von 4 genannt werden. Diese Näherungswerte 


Be ie 
oder die ganzen Zahlen 


I, Andy, Amy llaye 


bilden dann eine eindeutig bestimmte Reihe von wohldefinierten ganzen 


Zahlen, für welche allgemein 


A, = 4, t+apP', 


also 


A, a; (mod »") 
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ist. Jede dieser ganzen Zahlen ist also ein Näherungswert für alle auf sie 
folgenden Zahlen dieser Reihe. Wir wollen die Zahl .| selbst den Grenz- 
wert der Reihe der ganzen Zahlen 


a re 


nennen und diese Beziehung durch die Gleichung 


\ 


A=1lim 4, (pP) 


} ’7 


ausdrücken. 
Auch hier soll unter der Maßzahl von | die gewöhnliche rationale 
oder irrationale Zahl 


A=4+-+ the 


verstanden werden, in welcher 9 irgend eine ein für alle Male fest an- 
senommene oberhalb » liegende ganze Zahl bedeutet. Dann ist .| der 
(renzwert, welchem sich die Maßzahlen .J,, .1,, A,,... der Näherungswerte 


A, Ay Aa, ... von | unbegrenzt annähern, d. h. es ist im gewöhnlichen Sinne 


I= lım As, 


k=@ 

Von zwei Zahlen .| und D unseres Bereiches bezeichne ich diejenige 
als die größere für den Bereich von p, deren Maßzahl den größeren Wert 
hat. Ist A>D5 (p), so besteht für irgend zwei ganzzahlige Näherungs- 
werte |, und 2, dieselbe Ungleichung, sobald nur % und / groß genug ge- 
wählt sind. 

Ist 

A= a,PpF+ Ayrı p'iter, 
ist also «, der erste von Null verschiedene Koeffizient von .|, so sage ich, 
‚I besitzt für den Bereich von p die Ordnungszahl «. Eine Zahl 


E= +4 p+&p°’+--, 


für welche v>V ist, heißt eine Einheit für den Bereich von P» 
Zwei Zahlen 


| a [' en ! ' ! 
4 .. (do. ‘dl; (la .... “ zz une dt, (li, .. 


heißen gleich, wenn ihre Näherungswerte 


! 4 ! 
Ada & 
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für genügend große Indizes kongruent sind für jede noch so hohe Potenz 
von p als Modul, wenn also für eine beliebig hohe Potenz p” von p die 
Kongruenzen 


4, 4A, (mod p”) 


bestehen, sobald A und / genügend groß angenommen werden. Hieraus 
folgt sofort, daß / dann und nur dann gleich .’ ist, wenn die entsprechen- 
den reduzierten Zahlen a; und «a; alle gleich sind, also wenn A und A’ gleiche 
Ziffern haben, oder wenn die Grenzwerte der Maßzahlen der Näherungs- 
werte von | einander gleich sind. 

Wir wollen auch hier von der Beschränkung absehen, daß die 
Koeffizienten «,, «,,... der Zahlen A reduziert, d. h. kleiner als p sein sollen, 
und auch Reihen 

(1) A=a,+a,p+a,p + 


betrachten, deren Koeffizienten entweder beliebige ganze Zahlen, oder auch 
ebenfalls unendliche Reihen, d. h. allgemeine Zahlgrößen unseres Bereiches 
sind. Dann besteht der wichtige Satz: 


Jede Zahlgröße A = a,+ta,p+--- ist einer eindeutig bestimmten 
reduzierten Zahlgröße @«,+a,p++- gleich. 


Denn schreibt man jene Reihe (1.) in der Form 
aut, p+a:; p’+--- s. (v-p&)+(& ta —p&)p+(&+ 4. —pE;) pt, 


so kann man sukzessive &,&,&,... 80 bestimmen, daß die Koeffizienten 
der Reihe rechts, so weit man auch gehen mag, modulo p reduzierte Zahlen 
sind; und die rechts stehende reduzierte Reihe ist der gegebenen nach der 
soeben aufgestellten Definition gleich, da ihre Näherungswerte zuletzt für 
jede noch so hohe Potenz von p als Modul kongruent werden. 

Speziell ist die durch die Reihe 


O=p,p—1 py—1l p-1l.. 
definierte Zahlgröße O gleich Null, da sie gleich der heihe 
0=p+rP@-D+ppo-D+- 


ist, deren Näherungswerte 0, = p**' mit wachsendem 4 durch jede noch so 
hohe Potenz von » teilbar sind. Aus demselben Grunde ist auch die Reihe 


0, =0,00..pp-1lp-l... 
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sleich Null, weil sie gleich »’-O ist. Allgemein ist eine nicht reduzierte Zahl 
V= +9 ptapP + 
dann und nur dann gleich Null, wenn ihre Koeffizienten die Gleichungen 
= pPE, 
9%, +8& = pP, 
9t+& = VE, 


erfüllen, d.h. wenn man die Größen &,&,... so bestimmen kann, daß alle 


diese Gleichungen befriedigt werden. Man erkennt die Richtigkeit der Be- 
hauptung, wenn man 0 in der Form schreibt: 

0) = (,-pe) +9 +8 —PpE)P ++ + Pr) Pr + 
Wäre nämlich der Koeffizient von p* der erste, welcher nieht durch ge- 


eignete Wahl von &,,, zu Null gemacht werden kann, so wird der (A +1)-te 
Näherungswert und alle folgenden durch 7°*' nicht teilbar, © ist daher dann 
erößer als Null. 
Unter der Summe A+5 und der Differenz A—D zweier Zahlen 
und 5 unseres Bereiches verstehe ich jetzt die Zahlen € und D, ol 
Näherungswerte 
CU 


Oi DD, Dir. 


kongruent sind der Summe bez. der Differenz der Näherungswerte von 
und 3, d.h. bez. kongruent sind 


A+2Bu, At+B,.. und A— Bu, Aı—B,: 
kürzer können wir jene beiden Definitionen durch die Gleichungen 
A+B = lim(A, + B,) (pP), 
A—bB = lim (A, —5b,) (») 


ko 


ausdrücken, 
Es ist also in der nieht reduzierten Form: 
A -F B = (+b)+le+b)p ++ b,)p .... 
A-B = (a,— by) + (a, -b,)p + - b,)pP +, 


und in der reduzierten Form geschrieben: 
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A+B= (a,n—pe, +b,)+(a, +2. —-p8&+4 b,)P + (+8; — DE + b,)P’+*, 
A—B= (a+p&a—b)+l—-&+p&-b)p+ la +Pp&S-— b,)p +. 


So erhält man eindeutig bestimmte reduzierte Zahlen €’ und D) für A+-b 
und A—D. Diese Definitionen lassen sich aueh in der Form 


A+B = lim (A,+B,) (p) 


k= 


schreiben. Man erkennt auch ohne weiteres, daß man zur Bildung der 
Summe und der Differenz die auf Seite 55 und 56 für ganze Zahlen an- 
gegebenen Rechenvorschriften anzuwenden hat, mit der Maßgabe, dab, falls 
A= Ay, 

eine ganze Zahl sein sollte, eventuell zur Bildung von A — 5 der Minuendus 
A in der nicht reduzierten Form 
 d...A,rP p-l1p-1... 
zu schreiben ist. 

Ebenso verstehe ich unter dem Produkt AP diejenige Zahl C, deren 
Näherungswerte (C,, C,, 0, ... für eine beliebig hohe Potenz von p den 
Produkten 


AB AB Bari 
aus den Näherungswerten von A und DB kongruent werden, so dab also 
Ab = lim (.1,5,) (P) 
k=%& 

ist. Dann erkennt man sofort, daß die Zahl U = Ab eindeutig bestimmt 
und in ihrer nicht reduzierten Form wieder gleich 

(= abo ((, h, +, bu) pP +. 
ist. Aus dieser Definition des Produktes folgt speziell, daß jede Zahl 

A = a,p’+a, ap +, 

deren Ordnungszahl gleich «& ist, in der Form 

A = p°.E = p* (a, +@,11Pp+") 


dargestellt werden kann, wo E eine Einheit unseres Bereiches bedeutet. 


Sind ferner 


A= ai: B= ph; 
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„wei beliebige Zahlen, & und 5 ihre Ordnungszahlen, und beachtet man, 
daß auch hier das Produkt zweier Einheiten wieder eine solehe ist, so er- 
hält man für das Produkt die Darstellung 


AB=yp"tEE = e., 


Die Ordnungszahl eines Produktes ist also stets gleich der 
Summe der Ordnungszahlen seiner Faktoren. 


Das Produkt zweier Zahlen A und 5 ist dann und nur dann 
oleich Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Denn sind beide Zahlen von 
Null verschieden und ist A= p’E, b= pE, so ist ihr Produkt 


AB= yp*EE 


sieher nieht gleich Null, da #7’ wieder eine Einheit ist. 


Sind endlich zunächst 


A=a 7 FE B=)h 


bl en 


04 


03 


zwei Einheiten unseres Bereiches, also «, und 5, von Null verschieden, so 
. a . A . . . r ‚ Er 
verstehe ieh unter dem Quotienten 7 diejenige Zahl @, deren Näherungs- 
Ä 
werte (7,,(7,,@, ... mit den Quotienten 


Au. dA 


| 


er 


0 l 2 


für beliebig hohe Potenzen von » als Modul übereinstimmen, sodaß also 


A 


a Ve 


B; 


kn 
ist. Auch durch diese Forderung ist @ innerhalb unseres Bereiches eindeutig 
bestimmt und kann mit jeder verlangten Genauigkeit durch das auf Seite 58 
angegebene Divisionsverfahren gefunden werden. Man erkennt auch aus 
der Kongruenz 


Ad \ 
VE oder AD, =A,. (mod p) 


0 
daß aueh «,>>0, daß also der Quotient zweier Einheiten wieder eine Fin- 
heit ist. 
Sind dagegen A und 5 keine Einheiten, ist also etwa 
A=p£&, B=»pH 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 1. 4 
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[ . A u . 
und definiert man den Quotienten 7, genau ebenso, wie dies vorher geschah, 


B> 
so wird 
A a—f E ma—ß I 
a A k. 


Damit also die Division zweier Zahlen unseres Bereiches durcheinander 
unbeschränkt ausführbar sei, ist notwendig und hinreichend, daß wir auch 
solche Zahlgrößen 


Ge. Pen @G_ı 


[= 
p? pe! p 


+G,+@, pt 

in denselben aufnehmen, welche eine negative Ordnungszahl haben, deren 
Entwicklung also mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von y 
beginnt. Wir wollen dies tun und eine Zahl für den Bereich von p ganz 
oder gebrochen nennen, wenn sie keine negativen Potenzen von p oder eine 
endliche Anzahl besitzt. Der gebrochenen Zahl 7 geben wir dann die Ord- 


® Y ® . G_, . 
nungszahl —o, wenn die Entwicklung mit en beginnt, wenn also 


(= 2° E 
ist. Dann besteht der Satz: 
Die Ordnungszahl des Quotienten zweier Zahlen ist gleich der 
Differenz der Ordnungszahlen von Zähler und Nenner. 


Wir wollen die Gesamtheit aller Zahlgrößen 
A=aP+Q,nPt+, 


deren Koeffizienten wohldefinierte Zahlen der Reihe 0,1,...,»—1 sind, und 
deren Ordnungszahl g eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder 
Null ist, einen Zahlkörper nennen und durch Ä(p) bezeichnen. Die bis 
jetzt durchgeführten Betrachtungen lehren dann, daß der Körper X(p) in 
der Weise abgeschlossen ist, daß die vier elementaren Rechenoperationen, 
auf zwei oder mehrere Zahlen des Körpers X (p) angewandt, wieder zu Zahlen 
desselben Körpers führen. Nur muß man natürlich die Division durch die 
Null ausschließen. 

Analog wollen wir die Gesamtheit aller yewöhnlichen positiven, nega- 
tiven, ganzen und gebrochenen Zahlen auch einen Zahlkörper nennen und 
ihn zum Unterschiede durch A (1) bezeichnen. Auch hier führt die Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division zweier Zahlen von A(1) wieder zu 
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Jahlen desselben Bereiches. Jede Zahl des Körpers A (1) ist einer einzigen 
Zahl von K(p) gleich, aber wir werden sofort sehen, daß nicht das Um- 
sekehrte gilt. Wir können somit den Körper A(1) als einen Teilkörper 
von K(p) bezeichnen. 

Eine rationale Gleichung 


R A, = U) (pP) 


) 


zwischen beliebig vielen Zahlen .1,3,C,... D von KX(p) ist dann und nur 
dann erfüllt, wenn dieselbe Kongruenz zwischen ihren Näherungswerten 


R(A, Bu buy, D)= 0 (mod p") 
für jede noch so hohe Potenz von » als Modul erfüllt ist, falls 4 genügend 
sroß angenommen wird, sodaß also jene Gleichung auch in der folgenden 
Form geschrieben werden kann: 


lim R (Ay, Bay Cn.., Di) = 0 (»). 


kn 


Eine derartige Gleichung für den Bereich von p kann in genau der- 
selben Weise umgeformt werden wie eine gewöhnliche Gleichung. Denn 
es selten auch hier die Sätze: 

Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleiches, 

Gleiches von Gleichem subtrahiert gibt Gleiches, 

Gleiches mit Gleichem multipliziert gibt Gleiches, 

Gleiches durch Gleiches dividiert gibt Gleiches, falls der Divisor 
Null ein für alle Male ausgeschlossen wird. 

Sehr einfache Betrachtungen, welche denen für die Untersuchung 
gewöhnlicher Dezimalbrüche durchaus analog sind, beweisen nun die Richtig- 
keit des folgenden Satzes: 

Eine Zahl des Bereiches A (p) ist dann und nur dann rational, 
wenn sie periodisch ist. 

Zunächst ergibt sich nämlich der Satz: 


Jeder negative echte Bruch des Bereiches A (1), dessen Nenner 
p nieht enthält, ist einer rein periodischen Zahl des Bereiches X (p) 
gleich und umgekehrt. 


Ist nämlich 
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eine beliebige rein periodische Zahl des Bereiches A (y), deren Periode 
genau v Glieder enthält, so ist 


= 0,0... Ua... 1.0; 
also 


zı(1-pP) = W%..4,, =Mm= atrap+t"+a,_, u‘ 


wo m eine unterhalb »"—1 liegende gewöhnliche ganze Zahl ist; daher ist 


Rn Mm 
te | pr—1’ 

also wirklich ein negativer echter Bruch; und zwar ist »’—1 offenbar die 
kleinste unter den Zahlen »"—1, für welche die Zahl «(1—p”) ganz ist, 
weil andernfalls © eine kürzere Periode haben würde. Ist umgekehrt 


ein negativer echter Bruch in seiner reduzierten Form, dessen Nenner y 
nicht enthält, und gehört » modulo », zum Exponenten v, sodab 
p-l=ın 
ist, so besteht die Gleichung 
m, N m 


2 Tip =4 I_p = m(l+p"+p” +), 


wo m = at, p+++a,_,p’”' gesetzt werden kann, weil m<Zp"—1 ist. 
So ergibt sich die Gleichung 


L -— (Ay, U... (dl, (Allee d,_1 er; 


und damit ist unsere Behauptung bewiesen. Zugleich sehen wir, daß die 
rein periodische Zahl x gleich ist dem negativen echten Bruche 
Mm 
p—!’ 
wo m = dyydı..d,, aus den Ziffern der Periode besteht und » gleich der 
Anzahl dieser Ziffern ist. 
Fügt man aber zu einer rein periodischen Zahl 


(dog, di, +. 1 A, Ay... (dl,_1 


v— 


eine positive oder negative ganze Zahl 
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by. h, ... b, bez. Cyy, Ce. c‚p-1 p—1l Be Bis 


hinzu, so erhält man offenbar wieder eine, und zwar eine gemischt periodische 
/ahl; dasselbe ist der Fall, wenn man mit einer ganzen positiven oder 
negativen Potenz von p multipliziert. Da man aber auf diese Weise aus 
den negativen echten Brüchen alle rationalen Brüche erhält, so ist dadureh 
der Beweis unserer Behauptung in seinem vollen Umfange erbracht und 
wir können daher den Satz aussprechen: 

Der Teilbereich A (1) von A(p) enthält alle und nur die pe- 

riodischen Zahlen von A(p). 


83. 


Ich betrachte jetzt die rationalen ganzen Funktionen von « 


f@)= ArtAat+--+A, 


deren Koeffizienten Zahlen des Bereiches A(p) sind. Wenn alle Koeffi- 
zienten .|;, ganze Zahlen sind, also keiner von negativer Ordnung ist, so 
nennen wir /(x) eine ganze ganzzahlıge Funktion von x. Zieht man aus allen 
Koeffizienten A,, .4,,... A, die größte in ihnen allen gemeinsam enthaltene 
Potenz »°” von » heraus, so kann man f(x) in der Form schreiben: 


= Ph), 

wo /,(x) eine ganze ganzzahlige Funktion von .v ist, deren Koeffizienten 
num nieht mehr sämtlich durch p teilbar sind. Dann soll »’ der Zahlen- 
teıler jener Funktion genannt werden und /, (x) eine primitive Funktion für 
den Bereieh von » heißen. Nach dem Vorgange von (rauf beweist man 
leicht, dab das Produkt zweier primitiven Funktionen /, (x) und g, () wieder 
primitiv ist. Der Einfachheit wegen wollen wir zunächst nur ganzzahlige 
Funktionen von © betrachten, in welchen der Koeffizient .|\, der höchsten 
Potenz von .© gleich Eins ist. Es sei nun 


A mia, 6... 
irgend einer der » Gleichungskoeffizienten und 


) ) 
A) — (ls 4m is dus dı, 49 = (Iys dt, dl 


Is 0%» 


seine Näherungswerte. Dann sollen die ganzen ganzzahligen Funktionen 
von x des Bereiches A(1) 
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ae Fe tn 5 ea 
TR ET 


f(x) == ar 4 AN air u... A® 
fı(&) = " +A! a4 + AS 


SR 


(1.) 





ge“ ‚N ıN— k 
(a) = "+ AP ap + AN, 
deren Koeffizienten gewöhnliche ganze positive Zahlen des Bereiches A(1) 
sind, der erste, zweite, ..., k-te... Näherungswert von /(x) für den Bereich 
von » heißen. Diese bilden dann eine solche Folge gewöhnlicher ganz- 


zahliger Funktionen von x, daß für je zwei auf einander folgende Funktionen 
die Kongruenz: 


Ah) (mod pi) 


besteht, weil sich je zwei entsprechende Koeffizienten JAF> und AP nur 
um eine Zahl af” p»" unterscheiden. Oder es ist: 


Ra) = hr", 


wein 
a) = Prada aß 


eine ganze ganzzahlige Funktion von © mit modulo p reduzierten Koeffi- 
zienten bedeutet. Wir können wieder setzen: 


/@) = lim fu(®) (p) 
Jede der ganzzahligen Funktionen des Bereiches A(1) 


Aa) = "+ AMP art + AP, 


welche die Näherungswerte von /(x) bilden, besitzt nun, gleich Null gesetzt, 
im gewöhnlichen Sinne n Wurzeln 


m, 
deren symmetrische Grundfunktionen die Koeffizienten A, AP, ..., AP mit 
abwechselndem Vorzeichen sind. Ist nun 

Ga, a,..., a® 
irgend eine ganzzahlige symmetrische Funktion dieser Wurzeln, so ist sie 


gleich einer ganzen ganzzahligen Funktion 


GCAD, AB, ..., AW 








r Baba Be Dee N a BERN N 
EN RR 


ER 
RN 








Hensel, neue Grundlagen der Arithmetik. 71 
der Gleichungskoeffizienten von f(x). Bildet man also für die sämtlichen 
Näherungswerte /,(2), f (2), ... dieselbe symmetrische Funktion 

Er...) Fe, 
so ergeben die ihnen gleichen ganzen Zahlen 
BL A”, Ay”, ... AP), AA... AD)... 
eine Reihe, für deren Glieder offenbar ebenfalls die Kongruenzen 
BAT) EA, ..., AP) (mod p*) 
bestehen; sie sind daher die Näherungswerte der Zahl 


GA, Ary.., A.) = lim OA, ..., AD 


des Bereiches A(p), welche dieselbe ganze Funktion der Koeffizienten 
Ay Ma 
So besitzt z. B. die Funktion /(x) eine Diskriminante 


D@), 
welche ebenfalls eine Zahl unseres Bereiches A (p») und aus den Koeffi- 
zienten von /(x) in bekannter Weise, z. B. in Determinantenform, zu bilden 
ist; und ihr sind die Diskriminanten der Näherungsfunktionen /, (x) für eine 
beliebig hohe Potenz von » kongruent, sobald man nur k groß genug wählt. 
Ebenso haben zwei Funktionen u-ten und v-ten Grades 


f(x) und 9 («) 
eine bestimmte Eliminationsresultante 
R (f, 9); 


welche ebenfalls in Determinantenform 
sind die Eliminationsresultanten 


geschrieben werden kann; und ihr 


R (fi; Jr) == J1 A (a — BP) 
der Näherungsfunktionen von /(2) und y («) 


A) = (2-aß)... (0-0) 
ra) = (a-PP)... (a B® 


bei genügend großem % für eine beliebig hohe Potenz von p kongruent. 
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Ist endlich 
(2.) F(a) = fo) 9(@) (P) 
die Zerlegung einer Funktion n-ten Grades des Bereiches A(p) in zwei 
Faktoren desselben Bereiches bez. vom u-ten und v-ten Grade, so ist für 
jede Potenz von p als Modn]: 
F, (%) = fi («) Jr (x) (mod p A 


Sind dann 
A  — 


die » Wurzeln der Gleichung F,(@) = 0 und 
2(K) e rRIEER „a 
Pe’ WE ie de 
die Wurzeln von f(x) = 0 bez. 9, (x) = 0, so besteht für den Modul p*'' 
zwischen den Diskriminanten von F, (x), /; (x) und y,() und der Eliminations- 
resultante /2(/, (0), %.(@)) die Kongruenz 
A k un \ n : A 
Ka, -) = IP - Pr) Iya—-yiN) x 


g! 


, 


hg Z ; . k-+-1 
TBB) IM) (mod p“) 


D(F,(&)) = +D(k&)) D( (z)) Rh (2), 9(@)) (mod p" €}: 


und da diese Kongruenz für jede noch so hohe Potenz von » als Modul 


oder 


eilt, so ist sie auch für die Grenzwerte erfüllt, d. h. aus der Gleichung (2.) 
ergibt sich die Beziehung 


D(F@)=EDLO)DEA)RUO.EE) 
welche für gewöhnliche Gleichungen bekannt, nunmehr also auch für Funk- 
tionen des Bereiches A(y) bewiesen ist. 

Man erkennt ohne weiteres, daß diese Resultate in ihrem ganzen 
Umfange bestehen bleiben, wenn man den Koeffizienten .\, der höchsten 
Potenz von x nicht gleieh Eins, oder wenn man die Koeffizienten auch von 
negativer Ordnung annimmt. Ebenso kann man für @(«,,...,a,) auch eine 
rationale gebrochene symmetrische Funktion der Wurzeln von /(x) = 0 vor- 
aussetzen. 

Die Gesamtheit aller ganzen oder gebrochenen Funktionen von « 
mit Koeffizienten des Bereiches A(p) bilden wieder einen Bereich A(p,.), 
dessen Elemente sich durch die vier elementaren Rechenoperationen wieder- 
erzeugen. Analog soll Al, .) die Gesamtheit oder den Körper aller 
rationalen Funktionen bedeuten, deren Koeffizienten beliebige rationale 
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4 Zahlen oder Zahlen des Bereiches A(1) sind. Für diesen Bereich A(p, 
sind offenbar alle Methoden und Resultate der elementaren Algebra, soweit 
4 diese nur rationale Operationen voraussetzen, ohne weiteres auch in dem Falle 
E oiltig, daß die Koeffizienten nicht bloß rationale Zahlen von A(1), sondern 
: beliebige Größen des Bereiches A(p) sind. Ich will die wichtigsten Sätze 
dieser Art daher nur angeben. 

Ist &= &,, 8, $,... eine beliebige Zahl des Bereiches A(p), so läßt 
sich die ganze Funktion f(x) nach dem Taylorschen Satze folgendermaßen 
nach Potenzen von «—$ entwickeln: 


Ne FE aHNfIlE Er al 
f() = fE)+R—8)] DHL S) 2! + F(W—$) ers 


4t 


Ich nenne 5 eine Wurzel der Gleichung 


[(«) = 0 (p), 
wenn die Zahl /($) des Bereiches A(y) in dem auf Seite 61 dargelegten 
Sinne gleich Null ist. Dann folgt aus der obigen Darstellung von /(4 
der Satz: 
Besitzt die Gleichung /(x) = 0 die Wurzel «=, so ist ihre 
linke Seite durch den zugehörigen Linearfaktor x—£ teilbar. 
Die Zahl x = heißt eine A-fache Wurzel jener Gleichung, wenn 
ihre linke Seite genau durch (x —$)' teilbar ist; dies ist dann und ner dann 
der Fall, wenn die Ableitungen 


fe) Fo) fee) 
für © = £ verschwinden, während /”(&) nieht Null ist. 

Eine Gleichung »-ten Grades kann nicht mehr als » gleiche oder 
verschiedene Wurzeln haben, es sei denn, daß alle ihre Koeffizienten Null 
sind. Besitzt /(x) = 0 die k gleichen oder verschiedenen Wurzeln &,,5,,... & 
so besteht für ihre linke Seite die Zerlegung 


fa) = a8). (@ 8) rl) (P); 

wo f;41(2) eine ganze Funktion des (rn —A)-ten Grades bedentet. 
Eine Funktion /(x) heißt teilbar durch eine andere J(x), wenn 
f(&) = dla) f(x) und f(x) eine ganze Funktion ist. Man kann sich stets 
dureh einfache Division überzeugen, ob (x) in /(x) enthalten ist oder nicht. 
Zwei ganze Funktionen / (x) und y(x) besitzen den gemeinsamen 
Teiler $(#), wenn J(x) sowohl in f(x) als aueh in y(«) enthalten ist. 
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Alle gemeinsamen Teiler d(.) sind die sämtlichen Divisoren des „größten 
gemeinsamen Teilers“ d(x) von f(x) und y(); dieser kann durch Anwendung 
des Euklidischen Verfahrens zur Aufsuchung des größten gemeinsamen Teilers, 
also allein durch sukzessive Divisionen bestimmt werden. 

Sind /() und g(x) zwei ganze Funktionen vom u-ten und vom v-ten 
Grade und ist d(x) ihr größter gemeinsamer Teiler, so liefern die sukzes- 
siven Divisionen, welche zur Bestimmung von /(x) führen, zugleich auch 
zwei solehe Multiplikatoren /,(«) und g,(x), dab 


)AIHIR) AR) = da) 
ist, und zwar sind 9,() und /,@v) höchstens vom (»—1)-ten und vom 
(u«—1)-ten Grade. 
Besitzen /(x) und g(x) keinen gemeinsamen Teiler, ist also d(«) = 1, 
so geht die obige Gleichung über in 


KAHN. 

Etwas anders gestaltet sich dieses letzte Resultat, wenn man ver- 
langt, daß die Multiplikatoren /,(r) und 9,() ganzzahlige Koeffizienten 
haben sollen. 

Es seien spezieller 

fa) = at + hart tet A, 

ya)= + ee +Bb, 
zwei teilerfremde ganze Funktionen von x mit ganzen Koeffizienten des Be- 
reiches A(p), deren Eliminationsresultante 

’ . 0 » o+]1 [) n 

R(f, 9) = Ir, PP Hr gr pt = p E, 

also eine von Null verschiedene ganze Zahl ist, welche von der Ordnung o 
sein möge. Diese Resultante ist gleich der Determinante («+ r)-ter Ordnung: 


A,4 ER | 


u ur. 


ee 
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Addiert man in dieser Determinante zu der ersten Spalte die der 
Reihe nach mit , ., .... **”"" multiplizierten übrigen Spalten und entwickelt 
sie dann nach ei u Vertikalreihe, so erhält man leicht eine Gleichung 
von der Form: 


K)a)tsk) ARE 
wo die komplementären Funktionen /,() und y,(.) höchstens vom («—1)-ten 
und (»—1)-ten Grade sind und ganze Koeffizienten besitzen; oder wenn 
man dureh Z dividiert und die ganzen yanzzahlıgen Funktionen ns und / Pr 
wieder mit /,() und 9,(x) bezeichnet, so folgt die Gleichung: | 


f)n@)+ts@) A) =rt  (P)- 

Verlangt man also, daß die Multiplikatoren /, (x) und y, (x) auch ganz- 
zahlig sein sollen, so kann man nicht mehr die Zahl 1, wohl aber die Zahl 
p° homogen und linear durch /(x) und gr) darstellen, wenn die Eliminations- 
resultante die Ordnungszahl o besitzt. 

Ist aber allgemeiner 

Fa) = p Ka) 
irgend eine ganzzahlige Funktion von ., deren Zahlenteiler » eine höhere 
als die o-te Potenz von p ist, so ist auch Fr) in gleicher Weise durch / 
und y(x) darstellbar. Denn multipliziert man die obige Gleichung mit »’ °F a, 
so folgt: 
(YW@TBOdHO)+Id WR) A) = v Fr@ 
oder einfacher 
(3.) (ETF ER) = PK. 

Wir nehmen endlich noch an, daß F(x) = p’ F,(x) von niedrigerem 
als dem (u+r)-ten Grade ist. Dann kann man (, () und F, (x) wieder auf 
den (v—1)-ten und (w—1)-ten Grad reduzieren. Dividieren wir nämlich 
(r,(@v) durch g(x), so daß 


6,2) = ya) Ad) +9.() 


wird, wo 4,(x) eine ganze ganzzahlige Funktion höchstens vom (r— 1)-ten 
Grade ist, so kann man die Gleichung (3.) auch in der Form 


(PT) A))+IE) (PH HFC) AC))) = pP Fol 


Pe 


| 0* 
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schreiben, oder in der abgekürzten Form: 


fo) WHW)+ PT ha) = P- BQ). 

In dieser Gleichung haben die Multiplikatoren A(x) und 9,(x) die 
reduzierte Form. In der Tat steht dies für 9,(x) bereits fest. Da ferner das 
erste Produkt /(a) u (a) n. d. V. höchstens von (u+r—1)-ten Grade ist und 
das gleiche von F,(«) gilt, so kann auch das Produkt g(.) f(x) höchstens 
diesen Grad haben, d. h. % (x) höchstens vom (u—1)-ten Grade sein. 

Sind also /(x) und g(x) zwei ganze ganzzahlige Funktionen von 
den Graden « und v, deren Eliminationsresultante die Ordnung o hat, 
so kann man jede Funktion 


F(x) = p' F,(a), 


deren Grad kleiner als «+» und deren Zahlenteiler »” gleich oder 
größer als p»° ist, in der Form 


Fa) = ff) HH) FH) (P) 
so darstellen, daß die Grade der komplementären Multiplikatoren F; («) 
und @, (x) kleiner als « und » und ihre Zahlenteiler mindestens gleich 
p* sind. 

Natürlich gilt dieser Satz auch bei Kongruenzen für einen endlichen 
Modul »"”, welcher nur größer sein muß als p*. 

Eine Funktion /(x) heißt unzerlegbar oder ırreduktibel für den Bereich 
von p, wenn sie nicht in Faktoren niedrigeren Grades zerlegt werden kann, 
deren Koeffizienten ebenfalls Zahlen des Bereiches A(p) sind. Eine solche 
Funktion ist bis auf einen Zahlenfaktor bestimmt. Wir wollen auch diesen 
noch dadurch festlegen, daß wir in einer irreduktiblen Funktion den Koef- 
fizienten der höchsten Potenz von x stets gleich Eins voraussetzen. Der 
Begriff der Irreduktibilität ist hier wesentlich enger gefaßt, als der ent- 
sprechende für den Bereich der gewöhnlichen ganzen Zahlen. Denn eine 
Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten von A(1) kann sehr wohl im Ge- 
biete von A(1) unzerlegbar sein, aber in dem weiteren Bereiche A(p) in 
“aktoren niedrigeren Grades zerfallen. 


Ist z. B. A eine Zahl aus dem Bereich A(1), aber keine Quadratzahl, 
so ist die Funktion 


w—A 


nn ee TREE 
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in A(1) irreduktibel. Dagegen zerfällt «’—.1 im Bereiche X(p) in das 
Produkt zweier Linearfaktoren («—$) («—$'), wenn man aus der Zahl 


A= a... A 


innerhalb des Bereiches A(p) die Quadratwurzel ausziehen kann. So ist 
z.B. x’+1 im Gebiete der rationalen Zahlen unzerlegbar, dagegen besteht 
innerhalb des Bereiches A(5) die Zerlegung 


(+1) = («—2,121...) (23,323 ...). 


Dagegen ist, wie man leicht erkennt, «°—2 auch in diesem größeren Be- 
reiche irreduktibel. 

Man beweist nun genau wie in den Elementen der Algebra die 
folgenden Sätze: 

Eine irreduktible Funktion ist in einer andern Funktion entweder 
als Teiler enthalten oder sie ist zu ihr teilerfremd, 

Eine irreduktible Funktion ist in dem Produkte zweier oder 
mehrerer ganzen Funktionen nur dann enthalten, wenn sie in einem 
jener Faktoren enthalten ist. 

Zwei Produkte irreduktibler Funktionen sind dann und nur dann 
gleich, wenn sie identisch sind. 


Ist nämlich 
AP) BA). Bl) = BAD). aa) (), 


wo | und 3 Zahlen und die P;(x) und Q,(x) irreduktible Funktionen sind, 
so muß z. B. die Funktion P,(.) mit einem der Faktoren (,(.) identisch 
sein, weil sie ein Teiler des rechts stehenden Produktes ist. Ist aber P,(.r) 
z. B. gleich @,(), so kann man die obige Gleichung durch (x) dividieren 
und dann für P,(x) in gleicher Weise weiter schließen usw. Zuletzt ergibt 
sich dann A = 5 und damit der vollständige Beweis unserer Behauptung. 


$ 4. 
Ich beweise jetzt den für die ganze T'heorie grundlegenden Satz: 
Eine Funktion F(x) des Bereiches A(p,x) ist auf eine und nur 
eine Weise in irreduktible Faktoren zerlegbar, und es gibt ein end- 


liches Verfahren, um diese Faktoren mit jeder vorgegebenen Genauig- 
keit zu berechnen. 
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Ist die Zerlegbarkeit einer Funktion in irreduktible Faktoren einmal 
bewiesen, so folgt aus dem am Schlusse des vorigen Abschnittes ausge- 
sprochenen Satze, daß nur erme solche Zerlegung möglich ist. Ferner 
brauchen wir auch nur ein endliches Verfahren anzugeben, mit dessen Hilfe 
eine beliebige Funktion in zıre: Faktoren niedrigeren Grades zerlegt oder | 
bewiesen werden kann, daß eine solche Zerlegung nicht möglich ist. Ist | 
nämlich 

(1) F@a)= 19a) (Di 
so kann ja jeder Faktor für sich weiter untersucht und in derselben Weise so 
lange fortgefahren werden, bis eine weitere Zerlegung nieht mehr möglich ist. 

Wir wollen nun diesen Beweis führen und dabei der Kinfachheit 


wegen die ganze ganzzahlige Funktion F(.x) in der Form | 
4 
(2.) l (%) =." + A,a'+ ii + A, ( 
voraussetzen. Ist dann eine Zerlegung (1.) überhaupt möglich, so kann 2 
man die beiden Funktionen /(z) und 9(x) ebenfalls in der Form: 
\ 
ON | f(&) r- "+ B, tt + DB, 
(9.) ] Y’ v -$ Y 
\va)="+(Q. +. +0, 
d 


voraussetzen, wo die Koeffizienten 5, und (', ebenfalls ganze Zahlen von 
\(p) sind. Zunächst kann man ja die Koeffizienten von .«“ und 2” durch 
Division zu Eins machen. Wären dann die Koeffizienten 5, und C, nicht 
alle ganze Zahlen von A(p) und wäre p° ihr Generalnenner, so ergäbe sich 
durch Multiplikation mit p° aus (1.) eine Gleichung: d 





( 7 j' \ | 
PE)=-iWs@ | 
wo /@) und (x) primitive Funktionen sind. Da dann aber ihr Produkt 1 
wieder primitiv ist, so kann dasselbe nicht durch »° teilbar sein; unsere Be- 
. . . W 
hauptung ist somit bewiesen. 
jesteht nun für Fr) eine Zerlegung (1.), so folgt aus ihr für ein 
beliebig großes A die Kongruenz r 
a nn k-+H1 
(4.) BIER" (mod pe), | 
| 
in welcher F,(@r), /() und 9,(@) die 4-ten Näherungswerte jener Funktionen 
bedeuten. Eine Zerlegung von F(x) in zwei Faktoren u-ten und v-ten 
(Grades ist demnach nur dann möglich, wenn jeder ihrer Näherungswerte N 
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F.(x) modulo p**' in zwei eanzzahliee Faktoren der eleichen Grade zerfällt. 
at ] g g g 


in welehen die höchsten Koeffizienten ebenfalls Eins sind. 


Ob nun eine solche sanzzahlige Funktion F,() modulo »'* 
- ) / 


' iiber- 


haupt in zwei Faktoren zerfällt oder nicht, kann für jedes beliebige # dureh 


eine endliche Anzahl einfacher Versuche bestimmt werden. 


Man braucht ja 


nur alle modulo »**! inkoneruenten zanzen eanzzahlieen Funktionen vom 
be) Le) bee) ie) 


(a—1)-ten oder von niedrigerem Grade hinzuschreiben, in denen der Koeffti- 


zient der höchsten Potenz von .r eleich Eins ist. 
ben) 


Falle ist #,(@) modulo p'*" unzerlegbar. 


modulo p*' 


und je zwei unter ihnen, 
deren Grade sich zu n ergänzen, miteinander zu multiplizieren. 
eines jener Produkte kongruent F,(x), so ist F,() modulo p"*' 
und man kennt dann auch eine solche Zerlegun 


Ist dann 
zerlegbar. 
Im entgegengesetzten 
Dagegen folgt vorläufig aus der 


Jerlegbarkeit der Näherungsfunktionen F;(r noch keineswegs 


die Zerlegbarkeit von F(.) selbst. Durch die folgenden Betrachtungen wird 
aber die letzte Frage vollständig auf die Lösung der ersten zurückgeführt. 


Wir wollen jetzt voraussetzen, daß die Diskriminante von /(w) von 


Nnll verschieden ist, und es sei 


diese Diskriminante, also Öd ihre Ordnungszahl. 
Ist dann F.(«) irgend ein Näherungswert von F(x) 


oerößer als d ist, so ist 


D(F,.(a)) = D(F(a)) 


/ r+1\ 
(mod p"*"), 


dessen Index 


d.h. aueh die Diskriminante von F,(«) besitzt genau die Ordnungszahl d. 


Ist ferner 


ee 


wiesen wurde, die Kongruenz: 


U\ 


Ungleiehung: 











F; (x) = her (mod p , N 


D(F,(@))= +D(f,(%) D(y(v)) R (fig) 


20 0. 


Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den folgenden wichtigen Satz: 


eine Zerlegung von F,(«) in zwei Faktoren, so besteht, wie auf S. 70 be- 


(mod ge "e 


und da die Diskriminanten von /,(@) und 4,(x) jedenfalls von nicht negativer 
Ordnung sind, so gilt für die Ordnungszahl o der Eliminationsresultante /? die 
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Ist die Diskriminante von F(x) von der Ordnung d, so zerfällt 
die Funktion F(x) dann und nur dann in Faktoren niedrigeren Grades, 
wenn ihr d-ter Näherungswert F',() modulo pet! zerfällt, und zwar ent- 
spricht jeder Zerlegung 


Fxa)= (gl) (mod pP’) 


eine eindeutig bestimmte Zerlegung 


Fa) =- ds) (PM 
in der Weise, daß f(x) und g(x) Näherungswerte von /(«) und g9(«) sind. 
Um diesen Beweis gleich allgemein zu führen, nehme ich an, wir 
kennen eine Zerlegung 
F)= han) (mod pt) 
irgend eines r-ten Näherungswertes von F(x) in zwei Faktoren u-ten und 
v-ten Grades, für welchen rd ist; dann zeige ich, daß man zwei Zusatz- 


funktionen /,() und 9,(x) von niedrigerem als dem u-ten und v-ten Grade 
so bestimmen kann, daß auch für den nächsthöheren Näherungswert F,_,, («) 


(D.) FH) EI) HAHN) (mod pP") 
ist. Fährt man dann in derselben Weise fort, so erhält man zwei Funk- 
tionen u-ten und »-ten Grades des Bereiches A(p,) 
TOR TOESAOE TAGE FEN 
IA) HILF FLERL 


welche mit jeder vorgegebenen Genauigkeit berechnet werden können, und 
für welche die Gleichung 


F)= fs) 
besteht; unsere Aufgabe ist dann also vollständig gelöst. 
Wir schreiben die Kongruenz (5.) in der Form 


5) Erd HI EHIAIHLAIHHLEI HL (mod p*) 


und bestimmen / (x) und g,(x) nun so, dab 


(6.) HOHEN O-FOHa) (mod pr) 


wird. Die rechte Seite besitzt dann den Zahlenteiler p’*', weil sowohl 


F.(@) — F.,,(&) 
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als auch n.d. V. F,&@J)— f(x) g,(@) durch p’*' teilbar sind. Bedeutet nun 
wieder o die Ordnungszahl der Eliminationsresultante AR (/,, y,), so ist nach 


> [3 
- 09 re 


dem oben geführten Beweise o<-,=5: Also kann man nach dem auf 
Seite 76 bewiesenen Satze stets zwei ganze ganzzahlige Funktionen f, (r 
und 9,(x) so bestimmen, daß die Kongruenz (6.) erfüllt ist, und dieselben 


haben beide mindestens den Zahlenteiler 


Daher besitzt ihr Produkt /,(«) 9,(«) mindestens den Teiler p" 
dessen Exponent nach der oben gemachten Bemerkung nicht kleiner ist als 
2r+2—r = r+2, und ist daher durch p’'” teilbar. Für die so bestimmten 
Funktionen /,(«) und 9,(x) bestehen also in der Tat auch die Kongruenzen 
5°) und (5.), und damit ist unser Satz vollständig bewiesen. 

Als einen speziellen Fall dieses Satzes erwähne ich noch das folgende 
T'heorem: 

Ist die Diskriminante von Z(«) durch p nicht teilbar, so folgt 
schon aus jeder Zerlegung des ersten Näherungswertes 


Fo=hd nl) (mod p) 
für den Modul p eine eindeutig bestimmte Zerlegung 


FI)= fd)  (P 
für den Bereich X(p) in der Weise, daß die Funktionen /,(.) und y 
die ersten Näherungswerte von /(x) und 9(x) sind. 
Eine solche Funktion ist daher dann und nur dann irreduktibel, 
wenn ihr erster Näherungswert F,(x) modulo p irreduktibel ist. 
Mit Hilfe dieser Resultate ergibt sich z. B. die Auflösung der all- 
gemeinen quadratischen Gleichung 


“—-A=0 (pP) 
unmittelbar. Dieselbe besitzt nämlich dann und nur dann zwei Wurzeln, 
wenn ihre linke Seite in diesem Bereiche zerlegbar ist. Ihre Diskriminante 
ist aber 
De—A)=4A, 
Ist also p eine ungerade Primzahl und 


A=p(aw+ap+-), 
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— 


so besitzt die Diskriminante die Ordnungszahl «, und die Funktion x’ — A 
zerfällt dann und nur dann in zwei Linearfaktoren, wenn ihr «-ter Nähe- 
rungswert 

x — A, pP” 


' in zwei Faktoren zerfällt; dies ist aber offenbar nur dann der 


modulo p“° 
Fall, wenn 


@—=20 und (7) — +1 ist. 


Ist dagegen p = 2, so besitzt die Diskriminante die Ordnungszahl 
«4-2, und x©’— A besitzt dann und nur dann zwei Linearfaktoren, wenn der 
(«--2)-te Näherungswert 
© —2"(1+a,-2-+0,-2°) 
modulo 2°*° in zwei Faktoren zerfällt. Dazu muß wieder 
@a=20 und 2=2°(1+85,.2+8,.2°) (mod 2°*°) 


sein, wo &, und 5, der Kongruenz 


(1+25,+2°5) =(1+2a,+2°a,) (mod 8) 


oder 


1445, (5 +D=elz=e1+2a+2°e, (mod 8) 


genügen müssen, d.h. ee muB == sein. 
Somit ergeben sich für die Auflösbarkeit der Gleichung 


x—-A=0 (pP) 
oder der Kongruenz 


k\ 


PAAR (mod pP) 


für ein beliebig großes % die Bedingungen, daß erstens die Ordnung « des 
Koeffizienten 4 = p" E eine gerade Zahl sein muß, ferner daß für ein un- 
gerades p die erste Ziffer von Z quadratischer Rest von p, für p = 2 aber 
I! von der Form Sh+1 sein muß. 

Wir wollen nunmehr die obigen Resultate anwenden zur Zerlegung 
einer beliebigen ganzzahligen Funktion 


FF (x) = d" +- dt, ao ... E= ed 


deren Koeffizienten ganze Zahlen des Bereiches A (1) sind im Bereiche 
einer beliebigen Primzahl ». 





d 
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Hier ist die Diskriminante D(F) eine gewöhnliche ganze Zahl des 
Bereiches Ä (1). Da sie demnach nur eine endliche Anzahl von Prim- 
teilern 91, 924 +++, 9, besitzt, so gilt der Satz: 

Ist p eine Primzahl, welche nicht zu den Diskriminantenteilern 
Js, Qu von F(x) gehört, so zerfällt F (x) in dem Bereiche X (p, x) in 
genau so viele irreduktible Teiler, als sie Teiler für den Primmodul p hat. 

Diese Teiler sind sämtlich modulo p betrachtet inkongruent. In der 
Tat sei F(x) eine beliebige Funktion des Bereiches A (1, x), deren Diskri- 
minante D(F) eine Einheit für den Bereich von p, also nicht durch p teil- 
bar ist und 


BSP (modp) 


die Zerlegung des ersten Näherungswertes F,(x«) von F(x) in seine modulo p 
irreduktiblen Faktoren. Dann müssen alle jene Ah Faktoren von einander 
verschieden sein; geht man nämlich auf beiden Seiten zu den Diskriminanten 
über, so folgt: 


D(E)=+MD(® 9) MR,” )) (mod p); 
1 I 


und da die linke Seite »p nicht enthält, so darf keine Funktion /;(x) einer 
andern /,(x) Kongruent (mod p) sein, da andernfalls ihre Eliminationsresul- 
tante Alf”, fi”) kongruent Null wäre. 

Da nun zu jedem dieser Faktoren / (x) eindeutig ein Faktor gleichen 
Grades von F(x) gehört, so ergibt sich für F(x) hieraus eine Zerlegung: 
NOES AOTAC PEN AO ud} 

deren Faktoren sämtlich schon modulo p inkongruent sind. 

Ist dagegen D(F,) durch p teilbar, so muß mindestens eine der 
Resultanten R(f (x), /”(@)) auch durch p teilbar, d. h. mindestens zwei 
der Faktoren f” (x) einander gleich sein, weil ja die Diskriminanten 
D(f(x)) der irreduktiblen Funktionen /® (x) nicht p enthalten können. 
Ks folgt also der Satz: 

Die Diskriminante einer Funktion F(x) aus dem Bereiche A (1, x) 
ist dann und nur dann durch p nicht teilbar, wenn der erste Näherungs- 
wert F,(x) modulo p in lauter verschiedene Primfaktoren zerfällt. 

Es sei nun allgemein F(x) für den Bereich A(p) irreduktibel, aber 
die Diskriminante D(F) möge durch eine beliebige Potenz von p teilbar 
11* 
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sein. Dann muß der erste Näherungswert F,(«) modulo p kongruent der 
Potenz eines Primfaktors sein, d.h. es muß eine Kongruenz bestehen: 


N N om f N\O 

F,(@)=(f(«)) (mod p). 

Enthielte nämlich F,(x) auch nur zwei verschiedene Primfaktoren modulo p, 
so könnte man F,(x) modulo p in das Produkt von zwei Faktoren so zer- 
legen, daß 


(7.) Fa) = MR) WR) (mod p) 


ist und daß p,(x) und w,(a) modulo p betrachtet, keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen, daß also ihre Eliminationsresultante A (Y, (2), w.(x)) eine Einheit 
für den Bereich von p ist. Wenn dies aber der Fall ist, so kann man aus 
der Zerlegung (7.) auf dem oben angegebenen Wege auch eine Zerlegung 
für den Bereich von p 
Fa) =ya)v@) (P) 

herleiten, ‚wo g,(2) und w,(x) die ersten Näherungswerte von y(x) und 
w(x) sind; und dies steht mit der vorausgesetzten Unzerlegbarkeit von F(«) 
im Widerspruch. 
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Bemerkungen und Ergänzungen zu der Abhandlung 


des Herrn Heffter: „Zur Klassifikation...“ 
Band 126 dieses Journals, S. 83—98. 
(Von Herrn $S. @undelfinger in Darmstadt.) 


I. Im zweiten Supplement zu /lesses analytischer Geometrie des 
Raumes“) habe ich bei Zugrundelegung allgemeiner projektiver Koordinaten 
ınvarıantiwve Kriterien für die verschiedenen Flächen zweiter Ordnung und 
ihre ebenen Schnitte gegeben, die, zusammen mit den dualistischen Kriterien 
für die Flächen zweiter Klasse, von mir später in eine für die praktische 
jerechnung geeignetere Form gebracht und nach meinen Vorträgen von 
meinem ehemaligen Assistenten Herrn 5rückel verabredetermaßen in diesem 
Journal, Bd. 119, S. 214—215 veröffentlicht worden sind. Die analogen 
Kennzeichen für die Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse habe ich 
in meinen Vorlesungen über Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey 
(Leipzig, 1895)”) gegeben. Sämtliche Kennzeichen meiner Schemata sind 
nach verschiedenen Abteilungen getrennt, wobei die Formen in einer und 
derselben Abteilung gleichen Ranges”) und außerdem nach algebraischen 
Invarianten geordnet sind, welche die gerade oder ungerade Anzahl negativer 


*) 3. Ausg., Leipzig 1816, S. 462 ff. 
9,8. 54ff. 

***) Im Anschluß an eine Bezeichnung des Herrn Frobenius verstehe ich unter 
„Rang“ einer quadratischen Form f die kleinste Anzahl Quadrate von linearen und linear 
unabhängigen homogenen Ausdrücken, durch deren Summe f sich darstellen läßt, auch 
in dem Fall, daß zwischen den Veränderlichen von f lineare Beziehungen bestehen. Über 
die Bestimmung der Anzahl negativer Quadrate im zweiten Fall kann man meine Arbeiten 
Bd. 91, S. 235 dieses Journals und Arch. d. Math. u. Phys. III, 3, S. 78 ff. vergleichen. 
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(Juadrate bestimmen, die bei der Darstellung der Fläche 2. Ordnung (/ = 0) 
und ihres Schnittes mit der unendlich fernen Ebene (f= 0, p, = X, = 0) 
durch die kleinste Anzahl Quadrate linearer und linear unabhängiger Quadrate 
auftreten können (also bei Zugrundelegung eines Poltetraeders, Poltrieders 


u.s. w.).) Sobald für eine quadratische Form 


C, 92 e 1 > Cn Yxık 

= tr, g+1 „2 | | „a dk \ i 2% 

nv —— z Ad q 2 M q +1 ... e x n J ( n+1 a 0) 
+1 g9+2 n+1 


x 


der Rang (n—g+1) bekannt ist, liefert die Anzahl negativer Quadrate”, 
(d. h. die Anzahl Zeiehenwechsel in der Zahlenkette c,,€,;1... €., 1) sofort 
auch die Signatur. Die Kriterien, welche Herr /effter (teilweise nach Vor- 
sang von Herrn /lensel) in Bd. 126, S. 95—98 dieses Journals und ich selbst 
an den angeführten Stellen gegeben haben, ergänzen sich also in der Art, 
daß die invariantiven arıtımetischen Charaktere für jede einzelne Fläche aus 
den Tabellen der Herren /lensel oder Heffter und die entsprechenden nv«- 
rantıwen algebraischen Bedingungen aus meinen angeführten Arbeiten ent- 
nommen werden können. Für die Berechnung der arithmetischen Charaktere 
sind natürlich die algebraischen Ausdrücke unentbehrlich. So lange es 
sich um theoretische allgemeinere Untersuchungen handelt, wird man die 
von mir gegebenen invariantiven Kriterien vorziehen.) Für Zahlenberspiele 
führt eine ganze Reihe von Methoden zum Ziele, unter denen die sukzessive 
Abtrennung von 1 oder 2 Quadraten nach der Transformation LagrangestT) 
am besten sich eignen dürfte, welche nach meinen Ausführungen in Bd. 91, 
S. 215 dieses Journals die Inverse der Jacobischen Transformation ist. 

II. Wie Herrn ZZeffter, erscheint auch mir die charakteristische Reihe 
Sylvesters (a.a. 0.8.88) als die weitaus eleganteste, soweit Symmetrie in Be- 
tracht kommt. Immerhin möchte ich bemerken, daß Sylvesters Reihe die Be- 
rechnung sämtlicher Hauptunterdeterminanten erfordert, während die Jacobische 


s. Note "**) auf voriger Seite. 

**) J. Suppl. S. 454 und 459—460. 

***) Wenn es sich lediglich um die @leichung w= 0 vom Range v handelt, kann 

v 
man die Anzahl negativer Quadrate stets gleich oder kleiner als =“ voraussetzen; wenn 
nötig, durch Multiplikation der Gleichung w = 0 mit —1. 

7) Ihre Entstehung fällt in die Zeit 1873/74, als mein Freund und damaliger 
Kollege, Herr Guido Hauck, für seine geometrischen Untersuchungen nach invariantiven 
Kennzeichen suchte. 


N 


++) Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten 1874, $ 15, 11. 
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unter Zuziehung der von mir gegebenen Ergänzungen”) nur einer einzigen 
Kette von Hauptunterdeterminanten bedarf. Vor allem aber gewährt die 
Sylvestersche Reihe keinen Einblick in den von mir aufgestellten allgemeinen 
Satz über definite Formen.”*) Daß ich aus der Reihe (,, C\...., 1” 
die Kette Sy/vesters herausgelesen habe, dürften meine Entwicklungen in 
Hesses Raumgeometrie 8. 466, Z. 17—1 von untenf) sowie S. 469 Schluß 
beweisen. Übrigens habe ich schon im Wintersemester 1864/65 bei Zlesse 
für definıte Formen die Sylrestersche Regel vorgetragen erhalten und vor 
längerer Zeit Herrn Nöther gelegentlich eines Gesprächs über die Sylvester- 
sche Kette mitgeteilt, daß diese Kette sofort aus dem Trägheitsgesetz und 
der Transformation der quadratischen Form in eine Summe von Quadraten 
durch orthogonale Substitutionen folge (Math. Ann. 50, 133 Anm. 2.) Ein 
von mir zuerst aufgestelltes Theoremftf) in Suppl. IV zu Hesses Raum- 
seometrie S. 515-518 gibt auch die Klassifikation der Flächen zweiter 
Klasse durch orthogonale Substitutionen. Man hat nur in meinen Entwicek- 
lungen Bd. 119, 8. 313—323 dieses Journals für die quadratische Form w 
überall v/ +5 +; zu setzen. 

III. Daß bei der Berechnung der Anzahl negativer Quadrate für die 
verschiedenen Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse der Tangenten- 
komplex des unendlich fernen Schnittes auftritt, zeigen die Formeln auf 


*) Suppl. I zu Hesses Raumgeometrie S. 461. Bd. 91, S. 225 dieses Journals. Arch. 
f. Math. und Phys. III. Reihe 2, S. 214—216. Um eine Kette A,, An-ı,:...4,, 4.1 zu 
bilden, bei der nicht zwei auf einander folgende Glieder verschwinden, wird man nach 
der Methode Lagranges (Baltzer $ 13, 11) sukzessive ein oder zwei Quadrate abtrennen. 
Man erhält dann stets eine solche Reihe 1,4,4,,... A, in umgekehrter Ordnung. 


**) Bd. 91, S.227 und 235 dieses Journals. Arch. f. Mth. u. Phys. 2, S. 214--216. 

***) Diese Reihe ist zuerst von Herrn Darbouwe (November 1874) veröffentlicht 
worden. Man vergl. die erste Fußnote in Suppl. I, S. 449 a.a.0. Die Darbouxsche Ein- 
führung willkürlicher Parameter war mir schon lange vorher bekannt und z. B. Herrn 
L. Kronecker in einem Briefe vom Mai 1874 mitgeteilt worden. 

7) Daselbst ist auf S. 66, Z. 5 von unten nach T', und (entsprechend S. 467, 
4.1 von oben nach A,) die 1 einzuschieben, wie ich Seite 459 in der Anm. zu Kette 20 
gezeigt habe. 


Tr) Dasselbe habe ich einfacher in meinen Vorlesungen über Kegelschnitte, heraus- 
gegeben von Dingeldey, S. 65—70, bewiesen; es dehnt einen bekannten Satz von Weier- 
straß auch auf den Fall aus, dal in einer Schar quadratischer Formen sich eine definite 
mit verschwindender Determinante befinde. 
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Seite 454 und 467-468, sowie die (von mir eingefügte) Entwicklung auf 
Seite 179 der Raumgeometrie Flesses.”) 

IV. Die algebraische Klassifikation der Schnitte einer Fläche zweiter 
Ordnung mit einer Ebene ist durch mein Supplement II, S. 467-469 a.a. 0. 
vollständig erledigt. Es hätte keine Schwierigkeit, auf Grund meiner Ent- 
wicklungen im Archiv der Math. u. Phys. III, 3, S. 78-80 Rang und Signatur 
der ternaren Form f=0, A, =0 und der binären Form 

f=-0, X =0, PM Us +Pp %+P%+P,% = 0 
zu berechnen. Man muß dabei natürlich zu der Tabelle des Herrn Heffter 
für Kurven 2. Ordnung in der Ebene gelangen. 


Nachtrag. 

V. In eigentümlicher Zusammenfassung erscheint die Klassifikation 
der Schnitte von Ebenen mit Flächen 2. Ordnung bei der Berechnung des 
Invariantenquotienten, welcher bei der Mittelpunktstransformation auftritt, und 
dessen Zähler den Rang des ebenen Schnittes, während der Nenner den Rang 
(oder die Signatur) des unendlich fernen Punktpaares auf dem ebenen Schnitte 
bestimmt. Bei der Beschränkung auf rechtwinklige oder schiefwinklige 
Koordinaten gestaltet sich diese Berechnung folgendermaßen. 

Wenn in homogenen Koordinaten @:y:2:p 

(1.) f(x,y,2,p) A +2a0,ay+tr taz +2a,ap+t-+aup = 0 
und 
(2.) axtby+cez+dp =— 
die Gleichungen des ebenen Schnittes sind, so sind die Relationen für die 
Koordinaten A, 5, seines Mittelpunkts””) 


3) fa) _ Af'CB) _ Af'CO) 
Be: a b c 
und 
(4.) aA+bB+cÜ+d-D=d. (D=1) 


“) In meinen Kriterien auf S. 213—215 in Bd. 119 dieses Journals tritt der 
Tangentenkomplex in den Formen auf: 


fuy) fee) — ye) =0 und ylpp) y@w)—y’(pr)=d. 
Auf S. 119 a.a. 0. fehlt die Bezeichnung „Tangentenkomplex“, weil sowohl Hesse wie ich 
selbst die „Komplexe“ prinzipiell ausgeschlossen hatten; a. a. 0. S. 494, Z. 3—1 von unten. 
**) Hesse, Raumgeometrie, 3. Ausg., S. 391—393. 
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Die Gerade (3.) hat mit der Ebene (4.) entweder einen einzigen Punkt 
gemein oder liegt ganz in ihr und zwar a) im Endlichen, b) im Unend- 
lichen.“) — In den beiden Fällen a) hat die fragliche Invariante /(A, BD, €, 1) 
einen bestimmten endlichen Wert A („Konstante der Mittelpunktstransfor- 
mation“);”) d.h. im Falle einer Mittelpunktsgeraden ist für irgend 2 ver- 
schiedene Mittelpunkte A, 5, und A,D,C: 

f(4,B,C,1) = f(A,B,C,D. 


Nennt man nämlich den gemeinsamen Wert der drei Quotienten in (3.) —ıu, 
so hat man — mit Kücksicht auf 


. Y 1 . 1 . > ] [7 x Li ] . 
f(A, B, ( I D) - 5/ (A)- A +5[/ (BD): b + >} (( )-t +5/ (D I) 
— zur Bestimmung der 5 Größen A,B,C,u und X die 5 Gleichungen 
a, A+a,B+a,l+a,D+ua = 0 
Ay A+ d B+a,, C+ d.,; I) +u =0 
(9) A, A+a, B+a,ÜC+a,„D+uc = 0 


ah A+a, B+a,C+a,D+ud= K 
aA+ bb+ cÜ+ dD+u0=0. 





Multipliziert man diese Gleichungen mit A,,5,C,,D, =1 und dem ent- 


sprechenden u,, so folgt A, = AK. — Zur Berechnung von Ä betrachtet man 
in (8.) die mit D bezeichnete Längeneinheit als Unbekannte und findet 
(6.) 1l-F=K-4, 


worin für A= F+ (a, a2 4, a,) und d = I + (a, dya,) in bekannter Be- 
zeichnungsweise 


F=A,«+2A,ab+.-+A,d, 
d= da +20,ab+...+d; ce; d,= 2 


Die Gleichung (6*.) X = £ zeigt, daß bei nicht verschwindendem F*") für 


+0, ein nicht ausartender Mittelpunktskegelschnitt, dagegen für / = 0 


*) Man kann hierzu meine Entwicklungen in den Nouvelles Ann. de Math. 1>54, 
S. (—18 vergleichen. 
**) Vergl. dieses Journal, Bd. 119, 216—217. 
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eine Parabel vorliegt (Rang des Schnittes gleich 3). Ein positives Vor- 
zeichen von 4 bedeutet, daß das unendlich ferne Punktepaar des Schnittes 
imaginär, ein negatives, daß dieses Punktepaar reell ist; während ein Doppel- 
punkt bei # = O0 vorliegt. („Signaturen“ 2,0,1.) Wenn F = 0,*) liefert also 
die Bedingung 4>0 das imaginäre,””) 7<-0 das reelle Geradenpaar. 

Wenn ?"=0 und 4=0, zeigt das scheinbare Unbestimmtwerden 
von A=/(A4,B,C,1) an, daß der Fall einer Mittelpunktsgeraden vorliegt, 
und daß in (3.) irgend eine der drei ersten Gleichungen durch die Gleichung 
einer helrebigen Ebene: 


«„A+vb+rl+tr:D=0 


ersetzt werden kann. Man findet so 


wobei 
i ol 0A 
Ff,„=-s- wi I,.=-—. 
OA% O4; 


Y 
« 


So lange nicht alle drei Größen F,,, F%, #3 gleichzeitig verschwinden, 
besteht der Schnitt aus parallelen Geraden, von denen bei 4, = I = 4 
die eine ins Unendliche gerückt ist. Wenn endlich sämtliche 


f„. Q,m=1;2;8;%) 
verschwinden, aber nicht alle 


oF 


Om OAny 


(,m,n,;p=1,2,3,4), 


so wird der Schnitt eine Doppelgerade,”“*) im Endlichen bei 4,,-4.-4, +0, 
dagegen im Unendlichen, wenn außer 7=0 auch 4, = I. = I, =. 


2 


. en oO’ F . * 
Das Verschwinden sämtlicher Subdeterminanten 2, zeigt an ‚*) daß die 
Im “np 


gegebene Ebene einen Teil der Fläche bildet. 
Die hier gegebene Klassifikation geht genau aus der von mir in 
Supp!l. II aufgestellten für p, = p: = p = 0, p = 1 hervor. 


*) Beweis in diesem Journal, Bd. 119, S. 216—217 auf Grund geometrischer 
Betrachtungen. 

**) Wie beim imaginären Ellipsoid, sind auch für die imaginäre Ellipse die 
Kriterien (#0) vom Verhalten zur unendlich fernen Ebene unabhängig. 
**#) Vergl. a. a. 0.S. 217. 
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VI. Herr Fleffter benutzt beim Beweis der Sy/vesterschen Reihe Ent- 
wicklungen des Herrn Netto, die im wesentlichen auf dem bekannten Satz 
beruhen, daß eine Gleichung /(A) = 0 mit lauter reellen Wurzeln genau so 
viele positive Wurzeln besitzt, als Zeichenwechsel in /(#) sind. Es scheint 
nicht bekannt zu sein, daß der wohl einfachste Beweis dieses T'heorems in 
einem Zusatz von Gauß zum Harriot-Cartesıschen Theorem enthalten ist. 
(Dieses Journal Bd. 3, 4; Gauß Werke Bd. 3, 8. 70.) 

Nennen wir, um die Entwicklung von Gauß in Kürze zu wieder- 
holen, A und 5 die Anzahl der unmittelbaren Zeiechenwechsel und Zeichen- 
folgen, « und 5 die Anzahl der durch eine gerade Anzahl fehlender Glieder 
unterbrochenen Zeichenwechsel und Zeichenfolgen, ce und d dagegen die 
Anzahl der durch eine wngerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen 
Zeichenwechsel und Zeichenfolgen in der gegebenen Gleichung (m-ten 
Grades), so Ist 


An B=za-b-c-d = u. 


worin e die Anzahl sämtlicher fehlenden Glieder. Nach dem Theorem von 
Harrıot ist die Anzahl der positiven Wurzeln höchstens A+a+c, die Anzahl 
der negativen Wurzeln höchstens 37+5b+c, also die Anzahl aller reellen 
Wurzeln höchstens A+ 5 +a+b+2c = m+c—d-e = m—(e—c+d). Nach 
(auß in Worten: 

Die Anzahl der imagındren Wurzeln ıst mindestens e—c+d. 

Hat daher eine Gleichung lauter reelle Wurzeln, so ist ce = e+d, 
also im Hinblick auf die Bedeutung von e 


d=0 und e=c, also auah =0 und a=0. 


Eine derartige Gleichung hat also nur unmittelbare Zeichenfolgen 
und nur solche Zeichenwechsel, bei denen zwischen 2 Termen höchstens 
eın Glied fehlt. Überdies wird jetzt mit Rücksicht auf 


(A+o)+(b+ce) = m 


die Anzahl positiver Wurzeln gleich A+c, gleich der Anzahl der vor- 
handenen Zeichenwechsel, die Anzahl negativer Wurzeln gleich P-+e. 


Der Gaußsche Zusatz liefert analoge Korollare, wenn e-c+d=2,4,... 
wird. 











Eine Anwendung des Eisensteinschen Satzes auf die 
Theorie der Gaussschen Differentialgleichung. 


(Von Herrn Edmund Landau in Berlin.) 


Man verdankt Eisenstein einen der wenigen Sätze, welche gestatten, 
aus der arithmetischen Natur der Koeffizienten einer gegebenen Potenzreihe 
Schlüsse auf die analytische Natur der durch sie dargestellten Funktion 
zu ziehen. 

Der Eisensternsche Satz”) gibt eine notwendige Bedingung dafür an, 
daß eine Potenzreihe 


(1) y-0otacto te tat 


mit rationalen Zahlenkoeffizienten c, einer algebraischen Gleichung 


0 o 
fs N ’ . a) r 
(2.) f(ı,y) = = RL Y=0 
rl) = 


*) „Über eine allgemeine Eigenschaft der Reihen-Entwicklungen aller algebraischen 
Funktionen“, Bericht über die zur Bekanntmachung geeigneten Verhandlungen der Königl. 
Preußischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1852, S. 441—443. Eisenstein 
bemerkt, der Satz sei durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten nicht schwer 
zu erweisen; er hat aber die nähere Ausführung nicht mehr veröffentlicht. Ein Beweis 
wurde zuerst von Heine mitgeteilt, und zwar in der Arbeit „Über die Entwicklung von 
Wurzeln algebraischer Gleichungen in Potenzreihen“, dieses Journal, Bd. 48, 1854, S. 267 
bis 275; vergl. auch sein „Handbuch der Kugelfunktionen*, 2. Aufl., Bd. 1, 1878, S. 50 
bis 52. Ein zweiter Beweis rührt von Hermite her, vergl. „Sur un theoreme d’.Eisenstein“, 
Proceedings of the London Mathematical Society, Bd. 7, 1876, S. 175—175 und „Cours 
de la faculte des sciences“, 4. Aufl., 1891, S. 195—197. Ein dritter Beweis findet sich 
bei Herrn Sutdk, „Ein neuer Beweis eines Eisensteinschen Satzes“, mathematische und 
naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn, Bd. 12, 1894, S. 1—10. 
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ur 


mit rationalen Zahlenkoeffizienten «,, genügt. Er sagt aus: Wenn die Reihe 
(1.) einer Gleichung von der Gestalt (2.) genügt, so gibt es eine ganze 
Zahl k derart, daß die Koeffizienten aller Potenzen von : in der durch die 
Substitution © = kz aus (1.) hervorgehenden Reihe 


y=GHte k-z+ght- +. +c,k".2"+-, 


dh. Ak, &h’,...,c,k”,... ganze Zahlen sind. 


Daraus folgt insbesondere,”) daß die c,, in reduzierter Form ge- 
schrieben, nur endlich viele verschiedene Primzahlen in den Nennern ent- 
halten können. Es gibt also eine Schranke N, so daß kein Nenner eines 
(in reduzierter Form geschriebenen) c, durch eine Primzahl > X teilbar ist. 


Heine””) hat zum Eısensteinschen Satz eine Ergänzung hinzugefügt, 
welche leicht beweisbar ist, aber jedenfalls von Zisenstern noch nicht aus- 
gesprochen war. Heine zeigte: Wenn eine Potenzreihe (1.) mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten einer algebraischen Gleichung 


07 


Gr, y) = B5 Zy, ty =V) 


r=U s=0 


mit beliebigen, nicht notwendig rationalen Zahlenkoeffizienten y,, genügt, so 
befriedigt sie auch eine Gleichung der Form (2.) mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten. Daraus durfte dann Heine schließen: Das Kisensteinsche Kri- 
terium liefert eine notwendige Bedingung dafür, daß eine Potenzreihe mit 


rationalen Zahlenkoeffizienten Element einer algebraischen Funktion ist. 


Von diesem Satze scheint noch keine Anwendung bei Problemen ge- 
macht worden zu sein, in denen ermittelt werden soll, wann Transzen- 
denten gewisser Art, insbesondere durch Differentialgleichungen definierte 
Funktionen in algebraische Funktionen degenerieren. Der Zweck der folgen- 


*) Diesen Spezialfall hatte Heine schon in der Abhandlung bewiesen: „Der 
Eisensteinsche Satz über Reihen-Entwicklung algebraischer Funktionen“, dieses Journal, 
Bd. 45, 1853, S.285—302. Einen Beweis des Spezialfalles siehe auch bei Herrn Teixeira, 
„Sur le theoreme d’ Eisenstein“, Annales scientifiques de l’&cole normale superieure, Ser. 3, 
Bd. 3, 1886, S. 389—390 und „Über den Eisensteinschen Satz“, Archiv der Mathematik 
und Physik, Ser. 2, Bd. 3, 1886, S. 315—317. 

**) Vergl. die auf S. 92 zitierte Abhandlung, S. 269-—-271, und das „Handbuch“, 
S. 52—53. 
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den Untersuchungen ist, eine solehe Anwendung durchzuführen. Ich werde 
zeigen, daß es möglich ist, den Kisensteinschen Satz mit dem Problem in 
Verbindung zu bringen, welches zuerst von Herrn Schwarz in seiner be- 
kannten Arbeit*) gelöst worden ist: „Über diejenigen Fälle, in welchen die 
Gaußsche hypergeometrische Reihe eine algebraische Funktion ihres vierten 
Elementes darstellt“. 


Die folgende Untersuchung dürfte schon mit Rücksicht auf die von 
Eisenstein**) gemachte, aber nicht mehr ausgeführte”) Ankündigung von 
Interesse sein: „Die wichtigsten Anwendungen der so erhaltenen Sätze habe 
ich auf Fälle gemacht, in denen die algebraischen Funktionen als Integrale 
von Differentialgleichungen definiert werden, und diese Differentialgleichun- 
gen für einfache Reihenentwicklung geeignet sind, während die vielleicht 
sehr komplizierte Darstellung in endlicher Form ganz unbekannt bleibt und 
für diesen Zweck auch wirklich ganz aus dem Spiele gelassen werden 
kann. Das Einzelne der hierauf bezüglichen Untersuchungen mag für eine 
künftige Mitteilung vorbehalten bleiben.“ 


Die Entwicklung der Theorie der automorphen Funktionen hat ge- 
zeigt, daß die Bedeutung der Schwarzschen Arbeit nicht nur in der Er- 
mittlung derjenigen Fälle besteht, in denen die hypergeometrische Funktion 
algebraisch ist, sondern namentlich in dem dort ausgeführten Studium des 
allgemeinen Falles, daß sie transzendent ist. Wenn dagegen im Folgenden 
auf direktem Wege — d.h. ohne Benutzung des Schwarzschen Hilfsmittels 
der Kreisbogendreiecke oder der von späteren Autoren?) herangezogenen 
Hilfsmittel — der Transzendenzbeweis in einer umfassenden Klasse von 
Fällen geführt wird, so beansprucht die dabei angewendete Methode nicht, 


“) Dieses Journal, Bd. 75, 1873, S. 292—355; gesammelte mathematische Ab- 
handlungen, Bd. 2, 1890, S. 211—259. 

) a.2.0., 8. 442. 

“==, Eisenstein starb bald nach dem Erscheinen seiner Mitteilung. 

+) Vergl. insbesondere Fuchs, „Über die linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche algebraische Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Inva- 
riantentheorie“, dieses Journal, Bd. 81, 1876, S. 136; Klein, „Über lineare Differential- 
gleichungen“, Sitzungsberichte der physikalisch-medizinischen Sozietät zu Erlangen, Heft >, 
1576, S. 152— 186; Goursat, „Sur l’equation differentielle lineaire qui admet pour inte- 
grale la serie hypergeometrique“, Annales scientifiques de l’ecoie normale superieure, 
Ser. 2, Bd. 10, 1881, Suppl., S. 46—65. 
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mehr als den bloßen 'I'ranszendenzbeweis zu liefern. Es ist jedenfalls be- 
merkenswert, daß das vorliegende funktionentheoretische Problem, welches 
ja bekanntlich mit den verschiedensten geometrischen, analytischen und 
algebraischen Sätzen in Zusammenhang gebracht werden kann, auch zur 
Anwendung eines rein zahlentheoretischen Satzes Anlaß gibt, wie”) des 
Satzes vom Vorhandensein unendlich vieler Primzahlen in der arithmetischen 
Progression tm+1. 


| Ich mache im Folgenden von zwei Tatsachen Gebrauch, welche sehr 
leicht festgestellt werden können und z. B. von Herrn Schwarz bei Beginn 
seiner Untersuchung begründet werden: 


1.””) Wenn keine der vier Größen «,P,y—e«a und 7—f eine ganze 
rationale Zahl ist, so ist entweder das allgemeine Integral der G«außschen 
Differentialgleichung 


“ d?ı ‚ dı 
ı(l-—.) at -la+ß+ 1).r) Zn -aßy=U 


algebraisch, oder es ist kein partikuläres Integral derselben algebraisch. 


11”) Wenn das allgemeine Integral der Gaußschen Differential- 
sleichung algebraisch ist, so sind «, ? und y rational. 


Wenn also keine der Zahlen «, %, y—« und y—? ganz ist und 
die Reihe 


A,  RREER. Ra „ala+1l)...(a+n—1)B (P+1)..(d+n—]1) 
F (0,57 „) es l+ >, © w er N .Y (y 4- 1)... (y+n a“. 1) 


«di 


algebraisch ist, so hat sie rationale Zahlenkoeffizienten. 


Ich werde nun zeigen, daß sich aus dem Zisenstein-Ferneschen Satz 
der Transzendenzbeweis in dem einen der beiden Schwarzschen Hauptfälle 
direkt herleiten läßt, und zwar in dem Fall, weleher unter Anwendung der 
a. a. OÖ. angestellten Untersuchungen über die konforme Abbildung der 
Kreisbogendreiecke so definiert?) ist: Die Winkelsumme des reduzierten 


*) Siehe unten, S. 98. 
**) a.a. 0., S. 293—294 bezw. 213— 214. 
***) a. a. 0., S. 297—298 bezw. 217—218. 
T) a.a.0., S. 317 ff. bezw. 239 ff. 
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Kreisbogendreiecks ist kleiner als z. Ohne Bezugnahme auf jene Theorie 
erklärt, bedeutet diese Voraussetzung:”) 

Es werde 

) 


il-yl=ı, Je-Pl=u, 





te Shi 
gesetzt und es werde angenommen, daß keine der — reellen — Zahlen 
h,u,v,a,9,y-a,y—Pß 


oanz ist. Es seien 4, «,v' die absoluten Beträge der modulo 2 absolut 
Eee) l 

kleinsten Reste von A, u,v; es bedeute 4”, «",v" dasjenige der vier Wert- 
systeme 


1—i, w ,1-r': 
1—), 1—u', v 
welches die kleinste Summe hat. Dieses System möge so beschaffen sein, daß 
(3.) "tu" t4v"<1 
ist. 
Ich werde nun im Folgenden mit Hilfe des Zisenstein- Heineschen 


Satzes beweisen, daß unter diesen Annahmen F(«e, P,y,.) Element einer 
transzendenten Funktion ist. 


sl. 
Gesetzt, F(e,P,y,x) sei algebraisch, während keine der Zahlen 
a,P,y—a,y—-fP ganz ist; dann sind nach I. und Il. «,? und y rational; 
es möge m_>0 ein gemeinsames Vielfaches der Nenner von «a, 5,7 sein und 


h c 


dann ist keine der ganzen Zahlen «, b und c durch m teilbar, falls auch 
= |1—y| als nicht ganz vorausgesetzt wird. In 





F(a,ß,y,) = 5 „a 


n=() 


ist dann 


) a.a.0., S. 301, 312, 314 und 221, 234, 236. 


P4 





nn, 
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_ ela+l)...(a+ n)®(P+1)...(8+n) 


= T.2 .„Atmro+N..gH+n 
( b b b 
ACER FIRE ED 


m m \m 
C C C \ 
‚ AiESTEEE EEE 4 5) = (— + 1)... (Z +n) 


_ a(a+m)... (a+nm)b(b+m)...(b+nm) 
m+ 2m ..(m+nm)-c(c+m)... (ce+nm)' 


Da F(e,ß,y, x) algebraisch ist, so ist nach dem Krsenstein-Heineschen Satze 
in seiner speziellen Fassung*) jede Primzahl p oberhalb einer gewissen 
Schranke N so beschaffen, daß sie den Zähler 

a (a+ m)... (a+nm) b (b+m) ...(b-+nm) 
jedes c,,, mindestens so oft teilt als den zugehörigen Nenner 

m-2m ..(m+nm) ce(c+m)...(e+nm). 


Ich nehme — aus nachher ersichtlichen Gründen — N oberhalb der vier 
Zahlen m, 2|a|, 2]5|, 2|c| gewählt an, was erlaubt ist. 
Aus dem Vorigen folgt insbesondere: Wenn p eine Primzahl > .\ und 


c+nm=0( (mod p) 
ist, so ist mindestens eine der beiden Kongruenzen 


a (a+ m) (a+2m) ... (a+nm) = 0 (mod p) 
und 


b (b+m) (b+2 m)... (b+nm) = 0 (mod p) 
erfüllt; mit anderen Worten: Wenn «x, die kleinste positive Wurzel der 


(wegen y>N>m lösbaren und wegen y>N>2]|a|>]|«a| nieht die Wurzel 
0 besitzenden) Kongruenz 


(4.) a+ım = (0 (mod p) 
und ebenso y, die kleinste positive Wurzel der Kongruenz 
(5.) b+ym =0(0 (mod p) 


bezeichnet, so ist mindestens eine der beiden Ungleichheitsbedingungen 


: Ei 


erfüllt. 


*) Vergl. oben, S. 93. 
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Daraus folgt: Ist p eine Primzahl >N und sind x,, y, und 2, die 
kleinsten positiven Wurzeln der Kongruenzen (4.), (5.) und 
(6.) c+zm=0 (mod p), 
so besteht mindestens eine der beiden Ungleichheitsbedingungen 


LU) “— Zu, Yo < ye 


$.2. 

Nun gibt es bekanntlich unendlich viele Primzahlen der Form {m-+1; 
dieser Spezialfall des Dirichletschen Satzes über die arithmetische Pro- 
gression ist nach Serret”) sogar mit elementaren Mitteln beweisbar. Also 
gibt es oberhalb N eine Primzahl 


p=hm+l; 


auf diese werde das in $ 1 gefundene Resultat angewendet. 


Es können zunächst die durch die Kongruenzen (4.), (5.) und (6.) 
eindeutig bestimmten Zahlen x,, y, und z, durch p ausgedrückt werden. Es 
genügt offenbar die Zahl x = at, der Kongruenz (4.), da 


a+aym=a(ll+t,m)=ap=0( (mod p) 
ist. Also ist ©, der kleinste positive Rest von 


am 


Mm 


al = ( 


modulo ». Es bezeichne «, (bezw. nachher 5, und c,) den kleinsten posi- 
tiven Rest von a (bezw. 5b und c) modulo m, so daß also 
1<zaSm-—1 


ist, und es werde die ganze Zahl 


a—4, Zu l 
Bi ©: 
gesetzt; dann ist 
p—1 p a | p a p a er. 
j ae G u ——i = d mÄ en u -— d Fe DEE 0 „A Ei d DR mod . 
"m m m ( or 7 m I'm m +} mm ( P) 


*) „Note sur un theoreme de la theorie des nombres“, Journal de mathematiques 
pures et appliquees, Ser. 1, Bd. 17, 1852, S. 186—139. 
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Nun ist die rechte Seite dieser Kongruenz zwischen 0 und p gelegen, stellt 
also die gesuchte Zahl x, dar; in der Tat ist wegen > N >2|a)>|« 


se 


P_ Wr p ,jel p— a 
"m m. / m + Mm ! m < I 
und 
) un GB a —lal. 
ayf — >: _ ei. 10. 
m mm Mm m 
Es ist also 
—_ p (I 
er ; I, = d! — 
Su ) "am m 
und ebenso 
J 7 
8.) ap 7 ZUM 
( / Jo m m 
(9,) za. = GC, P DR 
9.) “ "m m 


Es mußte nun wenigstens eine der beiden Bedingungen 


P— 


ui 
» < u. —— - 
du “(9 Yo Ze #0 


erfüllt sein; daraus folgt mit Hilfe der Ausdrücke (7.), (8.) und (9.), daß 
mindestens eine der beiden Ungleichheitsbedingungen 


dl, )s 


Bo : a . 
‚ _ ( ZZ 


besteht; denn wäre zugleich 


dy > Cys >> Co, 
so wäre wegen 


p N — a pP Bi h Pp u e|. 
» - ’ . ’ - ® 
2m 2m m ' 2m m ’ 2m m 
> a Can > a & ) ) ) 
dy— I, = (dy— 6 ! ra + — h E es es ! en £ Zt = UV 
m Mm m — m m m Mm zm zm 


und 


D b BD 2 ei_ » ) ) 
Yo=o ers (— 6)? ae £ — n — I — l = U, 


m IL IN = Mm N m m > m 2 Mm 


Also ist von den beiden Zahlen «, und 5, mindestens eine Zc.,. 


Das Gleichheitszeichen ist hier ausgeschlossen, da nach Voraussetzung 
weder y—a noch y—P ganz ist; daher ist mindestens eine der beiden Zahlen 
a, und Ö, unterhalb c, gelegen; wegen der Symmetrie der Gaufßschen Ditie- 
rentialgleichung in « und # kann angenommen werden, daß etwa Ö,<c, ist. 
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$ 3. 
Da nach I. auch das allgemeine Integral der Gaußschen Differential- 
gleichung algebraisch ist, so ist auch das zweite Integral des zu «= 0 
gehörigen kanonischen Fundamentalsystems, nämlich 


x F(a+1—y, P+1-y, 2—-y, 
algebraisch, also auch F(@+1-y, A+1-y, 2—y,.), und das in $2 
Gefundene kann auf diese hypergeometrische Reihe angewendet werden. 
Es ist, wenn 
a+1-y = «a, P+1-y= Pf, 2-y=y 
gesetzt wird, keine der vier Zahlen «', 9, y—«' und y'—P' ganz; es ist 
nämlich 


' > 6 n b—c ' —( 
e = 1+ _—-. Zul v"—=2 
r m [ r m ’ / " m 
Wird nun analog wie oben 
. En b' c' 
dl m u n zen 
m’! m’ / m 


gesetzt und werden unter «,, du, c, die kleinsten positiven Reste von «', b', c’ 
modulo m verstanden, so ist 


a = m+a—c, b = m+b-c, € = 2m-—c 
und 


Fu 


[| W-& für ,>6, 
(10.) A, == 


' ! 
| \ b, = m+b- 6, 9 = M—Cy. 
M-+ dy— Cy für Ay Cy, 


Die Anwendung des in $ 2 gefundenen Resultates auf die neue hyper- 
geometrische Reihe F(«', #',y', x) ergibt: Es besteht mindestens eine der 
beiden Ungleichheitsbedingungen 


ch, <<, 
Da nun 

, =m+b,-G>m-a=G% 
und 


NnMTW-H>MmMm—Cc = Gy 


ist, so muß «, den ersten der beiden in (10.) möglichen Werte haben, d. h. 
es muß a,>c, sein. 
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Folglich ist 


bu <—y<Ay 
und daher 


b, BE hl 7 ee da, 
nm m m 


Diese drei Br he stellen nun die kleinsten positiven Reste 
der rationalen Zahlen 


! c 
BAT . 


m m m 
modulo 1 dar, und es hat sich also ergeben, daß 

P<y<ay 
ist. 

$4. 
Wird 
= A+o, ß=B+ß,7= C++ 
gesetzt, wo also A, 5,U ganze Zahlen sind und 
(11.) I <B<H<n<1 

ist, so ist nach der Definition der Zahlen 4, u,rv 


= I1-C-y, 





| 


‚u=|A-B+a,—ß,|, v = |C-A-B+y,—,—ß 





101 


> 


juv3 0) 


Pu» 


Um die Zahlen 4, «',v' (modulo 2 absolut kleinste Reste von /, u, v) 


daraus herzuleiten, sind vier Fälle zu unterscheiden: 
U=0, A-B=0 (mod 2); 
0, A-b=1 (mod 2); 
C=z=1,A-B=0 (mod 2); 
1, A-bB=1 (mod 2). 





) 
In diesen vier Fällen ist beziehlich 4, «, v’ gleich dem System 
1—y, WB; &—Y7u+ Po; 
1—y., 1-+ßu, 1-u+Yu— Po; 

703 u— Pu, 1- +9 —Po; 


| Yu» 1—-&,+Po, &u—Yo+ Po- 
Journal für Mathematik Bd. 127. Heft ?. 


(12.) 
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" 


Das System A”, «”, v" entsteht aus A’, «', v', indem keine oder zwei 
der Zahlen 4, «, v' durch ihre Komplemente zu 1 ersetzt werden; da im 
obigen Schema (12.) durch jene Transformation aus jeder Zeile gerade die 
drei anderen hervorgehen, ist A”, «", v" jedenfalls eines der vier Systeme, 
welche sich für 4, w, v’ ergeben hatten. 


Also ist, wie man durch Addition der entsprechenden Größen erhält, 
= 1+2(0,—7,) oder 

= 3—20, = 1+2(1-.«,) oder 

= 1+2(7,—P,) oder 

=1+2P; 


'+u"+v" 





in jedem dieser vier Fälle ist nach (11.) 
2’ +u"+r">1. 
Wenn also, wie in der Einleitung angenommen wurde, 
(3.) a 


ist, so ist Fa, ,y,.) Element einer transzendenten Funktion, was zu be- 
weisen war. 





| 


bh bu bu buuead 


as» MM 











Über die Transformation algebraischer Körper 


vom Range Eins. 
(Von Herrn Heinrich Jung in Marburg a. d. L.) 


Im Folgenden soll die Transformation der elliptischen Funktionen 
von algebraischem Standpunkte behandelt werden. Der Gedankengang ist 
folgender. Wenn man zu einem algebraischen Körper einer Variabeln eine 
neue algebraische Größe adjungiert, so erhält man im allgemeinen einen 
Körper von höherem Range. Nur in dem Falle, wo der ursprüngliche 
Körper vom Range Null oder Eins ist, kann der neue Körper vom gleichen 
range sein. Dies wird im ersten Paragraphen bewiesen. Dann wird der 
Fall, wo der ursprüngliche und der neue Körper vom Range Eins sind, 
genauer untersucht und zwar durch Anwendung der (Galorsschen Theorie 
auf die Gleichung, der die zu adjungierende Größe genügt. Es wird ge- 
zeigt, daß die Jacobische Transformation die allgemeinste Transformation 
darstellt. 

Wenn ich nun auch keine neuen Resultate bringen kann, so recht- 
fertigt vielleicht die Art der Behandlung diese Arbeit. 


$1. 
Es sei durch eine Gleichung @ (y, x) = 0 ein algebraischer Körper 
vom Range o definiert. Die Gleichung sei in y vom Grade n. Ferner be- 
deute («—1) die Ordnung irgend eines Verzweigungspunktes und es sei 


v=&(a—1), 


wo die Summe über alle Verzweigungspunkte zu erstrecken ist. Dann ist 


(1.) e=5—-n+l. 
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Es werde nun durch die Gleichungen 


a=R(,n, y=&KR(,n), 


in denen AR und A, rationale Funktionen ihrer Argumente bedeuten, ein 
algebraischer Körper A, von $ und n definiert. Dieser kann mit X identisch 
sein, kann aber auch ein Körper über Ä sein. Wir fragen, wann ist Ä, von 
demselben Range wie A, ohne mit Ä identisch zu sein? Da wir jede 
rationale Funktion von 5, n als unabhängige Variable in A, nehmen dürfen, 
können wir x als solche nehmen. Es sei dann 7 so gewählt, daß X, aus 
allen rationalen Funktionen von 7 und x besteht und daß also auch y gleich 
einer rationalen Funktion von x und n wird, 


(2.) en R (X, n)- 


n wird einer Gleichung möglichst niedrigen Grades genügen, deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von Ä sind. Diese Gleichung sei vom Grade 
v in n. Enthalten die Koeffizienten der (irreduktiblen) Gleichung y wirk- 
lich (was wir annehmen), so genügt n einer Gleichung n-v-ten Grades, 
deren Koeffizienten rationale Funktionen von x sind. 

Es sei irgend eine Stelle x = a ein «-facher Verzweigungspunkt von 
y, wobei nicht ausgeschlossen sein soll, daß « gleich 1 ist. Dieser Stelle 
mögen ein /,-, ein Ps-,... facher Verzweigungspunkt von 7 entsprechen; es 
sind dann jedenfalls die Zahlen 5 durch « teilbar, weil ja sonst aus der 
Gleichung (2.) folgen würde, daß y an der Stelle «= a keinen «-fachen 
Verzweigungspunkt haben könnte. Es sei 


Bat ea. 


Dann ist , ++. = v, da jeder Stelle in A » Stellen in A, entsprechen. 
Ferner wird 
A-1+m—-1+.- = (a —-N)+o(a—1)+--- 
+,—1+0,—1+:- 
=v(e—-1l)+a,—1+4,—1+-. 


Setzen wir demnach, wenn %—1 die Ordnung irgend eines Ver- 
zweigungspunktes von n bedeutet, 


uw =2(-—-]) 
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und ferner, wenn «' angibt, wieviel mehrfach ein Verzweigungspunkt von 
n ist, als es der entsprechende Punkt für y ist, 


w= (a —]), 


wo also @ —1 gewissermaßen die Ordnung eines Verzweigungspunktes von 
n innerhalb des Körpers Ä (x, y) angibt, so wird 


vw, =v23(e—-1l)+w=rw+tw. 
Bezeichnen wir den Rang von Ä, mit o,, so ist demnach 


[Zu us 


6 =5—-n+1l= v(% -n+1)+3-r+1 
und nach (1.) 


u 
(3.) 0, =vre+5;—-r+l. 


Diese Formel gilt auch noch, wenn oe = ist. Die Gleichung (3.) läßt 
sich schreiben 
u? \ 


98, =0e+Pr-1)e+;-r+1=oH+e, 


.. u n uw N ® 
und man könnte wohl den Ausdruck (—1)ge+,—r+1= eg das Geschlecht 


des Körpers A, in bezug auf A nennen. 0 ist natürlich gerade so wie o, 
und o allen birationalen Transformationen gegenüber invariant. Außerdem 
ist g nie negativ, da ja e, mindestens gleich o sein muß. 


Soll nun g, = e sein, so muß o = O sein; das gibt 


2 u 
P-N)e-1N)=-5- 


Da e und w ihrer Bedeutung nach nicht negativ sein können und da ferner 
v>1 sein muß, wenn nicht A, mit A identisch sein soll, so folgt entweder 


0= 0 w—=) (v—1) 
oder 
0 = 1 v=ßQ. 
Daraus folgt, daß ein algebraischer Körper von höherem als dem 
ersten Range nıe einen Körper von gleichem Range über sich oder unter sich 
haben kann“) Das ist auch nicht anders zu erwarten. Denn der Trans- 


*) Siehe H. Weber, dieses Journal, Bd. 76, S. 345—348, Hurwitz, Math. Ann. 39. 
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formation von Adelschen Funktionen mehrerer Variabeln entspricht ja auch 
eigentlich die Transformation von Körpern mehrerer unabhängiger Variabeln. 


82. 


Wir betrachten den Fall o = 1 genauer. Da es gleichgültig ist, 
welche Variabeln wir zur Darstellung von A nehmen, wenn sie nur über- 
haupt A’ darstellen, so können wir die A definierende Gleichung in der Form 
annehmen 


y’= R(a) = (ae) (0 — 6) (0 — 6) (0 @,). 


Es werde ferner die Größe n definiert durch eine in A irreduktible Gleichung 
n-ten Grades mit rationalen Koeffizienten in A. Dann genügt n 


r=(0 


auch einer irreduktiblen Gleichung 2n-ten Grades /7= (0 mit rationalen 
Funktionen von x als Koeffizienten. Die Zahl » heiße Transformations- 
Da y in der Gleichung für 7 nur linear vorkommt, so ist sicher 


rad. 


in A, (n,) enthalten, also Ä, sicher ein Körper über A (y,«). 


und nur an diesen Verzweigungspunkte erster Ordnung hat. 


Soll A, vom Range 1 sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, 
wie wir im vorigen Paragraphen bewiesen, daß n an den Stellene,(@ =1,...,4) 


Es miissen aber 


alle 2%» Wurzeln der Gleichung 77 = 0 an diesen Stellen verzweigt sein. 


Die Funktion n hat dann für jeden der vier Werte ©=e, n Verzweigungs- 
punkte erster Ordnung, sodaß die Verzweigungszahl von n gleich 4n ist 


x ” “ . . 1 
und das Geschlecht von ÄA,, wie es sein muß, gleich „Ir —2n+1=1. 


aufzustellen. 


Wir gehen dazu über, die Galoıssche Gruppe der Gleichung 7 = 0 


rationale Größen. 


den Punkt e 
können 


Reihenfolge mit 7,,...,7.„. bezeichnet. 


Dabei betrachten wir alle rationalen Funktionen von x als 


Es sei A; eine Schleife in der x-Ebene, die, ohne sich selbst zu 
schneiden, von irgend einem Punkte P ausgehend und wieder in ihm endigend, 


i 


einmal in positivem Sinne umkreist. (=1,. 


..,4). Wir 


die Schleifen so annehmen, daß einem Durchlaufen aller in der 
Reihenfolge 1,2, 3,4 ein einmaliges Umkreisen aller vier Punkte e, entspricht. 
Wir denken uns nun die 2r Werte, die n im Punkte P hat, in irgend einer 


Setzen wir diese verschiedenen Funk- 


tionen längs A, fort bis wieder nach P, so wird eine gewisse Permutation 


unter ihnen eingetreten sein. Diese bezeichnen wir mit A. 


zeichnen wir die Permutationen, die eintreten, wenn wir mit denselben An- 


Ebenso be- 
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fangswerten von P ausgehend, die Wege 4,,},,i, beschreiben, mit 3, CD. 
Aus der Art des Verhaltens der Größen 7 an den Punkten e, folgt, daß 


A? = z - (l’- DD: = (1), 
woraus auch folgt 


AA, D=B ("=(, D'=D. 


Nun können wir irgend einen geschlossenen Weg y in der .-Ebene 
aus der Reihe nach durchlaufenen Wegen A, zusammensetzen. Die dabei 
unter den n entstehende Permutation erhalten wir dadurch, daß wir die 
Permutationen A, 5, C, D in derselben Reihenfolge zusammensetzen wie die 
ihnen entsprechenden Wege 4... Also: Die Gruppe der Permutationen, die 
aus den Permutationen A, 3, €, D und ihren Produkten besteht, ist die 
(Galoissche Gruppe unserer Gleichung 77 = 0. Diese Gruppe heiße #., 

Da dem Wege 4,,},,4,,4, nach unseren Festsetzungen ein Weg ent- 
spricht, der alle vier Stellen e, einmal einschließt, so ist ABUD= (1), 
gleich der identischen Permutation, und daraus folgt 


D = (ABO)! = C-1 B-! A" = CBA. 


ı 


Wir können demnach alle Permutationen von %& aus A, BD und ( zu- 
sammensetzen. Unter diesen bilden die eine Gruppe für sich, die aus einer 
geraden Anzahl der Substitutionen A, 5, C zusammengesetzt sind. Diese 
Untergruppe von E heiße & Alle Elemente von & haben dann die Eigen- 
schaft, daß sie y und damit alle rationalen Funktionen von y ungeändert 
lassen, während y durch die übrigen Substitutionen von & in —y übergeführt 
wird. ist also eine Größe, die zur Gruppe & gehört. Davon gleich mehr. 

Die Gruppe E läßt sich darstellen durch die beiden Permutationen 
AB und ÜD. Denn ist irgend eine Permutation aus &E gegeben, so können 
wir immer zwei auf einander folgende der in ihr vorkommenden Permu- 
tationen A, 5,(’/ zusammenfassen, und jedes solche Paar ist durch AP und 
CB darstellbar, wie leicht daraus folgt, daß ?=PB’= ("= (1) ist. 

Wir setzen Ab=T und ÜB=N,. 

Nun war 

D=ÜUBA, D"'=D, 
also 
(CBA)" — AT!'BTC-'"= ABU=UBA 


oder, wenn wir hinten mit 5 komponieren, 
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ABCB= CBAB;: 
das heißt ; 
18 ST. 


Die Gruppe & ist demnach eine Abelsche Gruppe und alle ihre Ele- 
mente lassen sich in der Form 7 5? darstellen. 


Ist nun @ eine Permutation aus #, die nicht zu E gehört, so gehört 
QB sieher zu € und ist demnach in der Form S° T” darstellbar, also Q 
in der Form 5° T?”B. Ebenso folgt, daß auch jede solche Permutation in 
der Form PS” T? darstellbar ist. 


$ 3. 

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, daß die Gruppe E von 
/!=% eine Abelsche Gruppe E zum Teiler hat. Da es zu E nur die eine 
Nebengruppe EB gibt, so ist der Index von & gleich 2. Wir sahen ferner, 
daß y eine zu & gehörige Größe ist. Adjungieren wir also y zu dem Körper 
der rationalen Funktionen von x, so reduziert sich die Gruppe von HZ = 0 
auf & Gleichzeitig zerfällt aber die Gleichung 2n-ten Grades 7 = 0 für 
n mit in x rationalen Koeffizienten in die Gleichung n-ten Grades @ = (0, 
deren Koeffizienten auch y enthalten, und in die aus «= 0 durch Ver- 
tauschen von y mit —y hervorgehende Gleichung. Die Gleichung G = 0 
hat nun als Galorssche Gruppe die Gruppe & und ıst daher eine Abelsche 
(leichung. Der Grad der Gruppe & muß gleich dem Grade von @ = 0 
sein, also gleich n. Die ganze Gruppe E ist vom Grade 2n. 

Da die Gleichung für „, @=0, eine Abelsche Gleichung ist, läßt 
sie sich durch sukzessive Adjunktion von Wurzeln aus rationalen Funk- 
tionen lösen. Die Exponenten dieser Wurzeln sind gleich rn oder Teiler 
von n. Die rationalen Funktionen, deren Wurzeln man adjungiert, sind 
aber nicht willkürlich, sondern sie müssen so gewählt werden, daß die 
Wurzeln nur an den Stellen e, (= 1,...,4) Verzweigungspunkte haben, 
d.h. daß sie sich überall verhalten wie rationale Funktionen von x und y. 
Solche Funktionen heißen Wurzelfunktionen. Danach erhalten wir alle alge- 
hbraischen Körper über K(x,y), deren Rang gleich Eins ıst, auf folgende 
Weise: Wir adjungeeren zu K(x,y) irgend welche Wurzelfunktionen aus K. 
Dadurch erhalten wir einen neuen Körper K,. Zu diesem adjungieren wür 
dann irgend welche Wurzelfunktionen aus K, u. Ss. f. 
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$ 4. 

Wir wollen nun zeigen, daß die eben geschilderte Art der Bildung der 
neuen Körper über A(x, y) mit der Jacobischen Transformation identisch ist. 

Da die Gleichung /7 = 0 durch Adjunktion einer zu & gehörenden 
Funktion (nämlich y) in zwei Gleichungen zerfällt, so muß die Gruppe # 
von 7] imprimitiv sein und zwar so, daß sieh die 2» Wurzeln n von // = 0 
in zwei Reihen von je n Größen ordnen lassen und daß dureh alle Permu- 
tationen von & die Größen jeder der beiden Reihen nur unter einander per- 
mutiert werden, während durch alle anderen Permutationen von Z£ die beiden 
Reihen mit einander vertauscht werden. 

Wir bezeichnen die Größen der einen Reihe mit 1,2,...,r, die der 
anderen mit &,, %,...,@,, und zwar so, daß durch die Permutation 7 ($ 2) 
ı in a, übergeht und dann auch umgekehrt, da ’= (1) ist ($2), «, im 
a A ie, 


Die Gruppe # ist aber auch in gewissermaßen umgekehrter Weise 
imprimitiv. Es lassen sich nämlich die 2» Größen 7 in » Reihen von je 
2 Größen anordnen, sodaß die Größen einer jeden Reihe durch keine Per- 
mutation von Z% aus einander gerissen werden. Z. B. in folgender Art. Als 
erste Reihe nehmen wir 1,«,. Nun gibt es n» verschiedene Substitutionen in 
&. Wenden wir diese auf l,«, an, so erhalten wir im ganzen » Paare 
u,a,. Diese müssen wegen der Transitivität von & alle Größen 1,2,..., 


1, a, ... enthalten und deshalb können irgend zwei der Paare auch nicht 
ein Element gemeinsam haben. 


Die rn so erhaltenen Reihen von je 2 Größen bilden ein System der 
Imprimitivität. Es heiße /. Es sei nämlich «,«, irgend ein Paar des 
Systems /, und es gehe aus 1, «, durch 7 5” hervor. Wenden wir dann auf 
u,o, irgend eine Substitution der Form 7’ S’ an, so ist es dasselbe, als ob 
wir auf-1,c, die Substitution 7” 5? 77 5° = T“t’ S’+" anwenden. Hierdurch 
geht aber 1,«, nach der Herleitung von / in eine andere Reihe von / über. 
Wenden wir ferner auf «,«, eine Substitution von der Form 7’ S’ B an. 
so hat das dieselbe Wirkung, als ob wir auf 1, «, die Substitution 7" Ss’ B 
ausübten. Jede Substitution dieser Art läßt sich aber auch in der Form 
B T: S> darstellen. Wenden wir aber auf 1,«, die Substitution 3 7° S> an, 
so geht durch 5 zunächst 1,«, in «,,1 über und dann «,,1 dureh 7° 8° 
in ein anderes Paar des Systems Z.. 
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Damit ist gezeigt, daß L, wirklich ein System der Imprimitivität ist. 
Ist nun 5 eine symmetrische Funktion der beiden mit 1 und «, be- 
zeichneten Größen, so genügt 5 einer Gleichung n-ten Grades mit rationalen 
Funktionen von x allein als Koeffizienten. Diese Gleichung sei = 0. 
Adjungiert man 5, so reduziert sich die Gruppe von // = 0 auf die Gruppe 
zweiten Grades (1,5) und /7= 0 zerfällt in lauter quadratische Faktoren. 


Ks handelt sich nun um eine genauere Untersuchung der Gleichung 
= 0. Zunächst ihre Gruppe. Die einzelnen Reihen des Systems Z be- 
zeichnen wir mit @,P,Y,.... Wir erhalten die Gruppe von = 0, wenn 
wir alle Permutationen aufsuchen, die unter den Reihen @,ß,Y,... durch 
die Substitutionen von #% hervorgerufen werden. Es ruft aber jede Sub- 
stitution von & mit Ausnahme der identischen eine nicht identische Per- 
mutation hervor. Die Substitution 5 oder eine andere der Form 7” 5’ 
kann die identische Permutation hervorrufen; aber, wie wir gleich sehen 
werden, höchstens für n=2 und n=4. Daraus folgt dann, daß im all- 
gemeinen die Gruppe von F= 0 mit der von 7 = 0(#) isomorph ist und 
nur in speziellen Fällen mit der von @=0(&). Ist sie mit & isomorph, 
so wird durch Adjunktion aller Wurzeln von F= 0 die Gruppe von // = 0 
auf die Einheitsgruppe reduziert, d. h. die Gleichung #7 = U ist gelöst; es 
wird dadurch also auch y adjungiert. 

In jedem Falle wird nach Adjunktion von y die Gruppe von F = 0 
mit & isomorph. Sie wird also dann eine Äbelsche Gruppe. Da aber 
durch & alle Reihen «,/,... von J mit einander verbunden werden, so 
bleibt die Gruppe von #= 0 auch nach Adjunktion von y transitiv, und 
die Gleichung F = 0 zerfällt nieht durch Adjunktion von y. 

Wir wollen nun den Rang der Gleichung F (5) = 0 bestimmen. $ darf 
jedenfalls nur an den Stellen «= e,? = 1,...,4) Verzweigungspunkte und 
zwar erster Ordnung haben. Nun bleibt durch die Substitution 5, die 1 
mit a, vertauscht, $ ungeändert. 5 entspricht aber einem Umlauf um den 
Punkt e,. Daher hat die Wurzel $ in e, keinen Verzweigungspunkt. Ist 


.. . .. n—] 
nun » ungerade, so können an jeder der Stellen e;, höchstens 5 Ver- 


zweigungspunkte erster Ordnung vorhanden sein, und es hat an jeder der 
Stellen e, eıne der Wurzeln eine reguläre Entwieklung. Die Ordnung des 
Verzweigungsteilers ist also 
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n—1 


w 4: m" 2(n—]) 
und daher der Kang von = 0 
p - -n+1 
—n—1l—n+1 
oO, 


r 
| 


Da p nieht negativ sein kann, so ist es also Null und > muß genau gleich 


2(n—1) sein. Es befinden sich demnach an jeder der Stellen +, genau 
Kae 
> 


stitutionen A. B,C, D($ 1) alle Wurzeln von F= 0 an ihrer Stelle bleiben 
können, sondern durch jede von ihnen wirklich permutiert werden und damit 
auch durch jede Substitution der Form 7" S’ DB. 


| ) | 
Verzweigungspunkte. Hieraus folgt dann, daß durch keine der Sub- 


Ferner sei n gerade. Dann können an jeder Stelle , Verzweigungs- 
punkte erster Ordnung vorhanden sein. Aber wir sahen schon, daß an 
einer Stelle, nämlich e,, sicher einer weniger sein muß, da die Wurzel 5 
sich dort regulär verhält. Es wird demnach in diesem Falle 


und 


Also ist auch hier py = O0 und » = 2n—2. Ist also n gerade, so sind entweder 


. ‘ N . N r . 
an zweien der Stellen e;, „ und an den beiden anderen , — | Verzweigungs- 


— id 


N 


[2 . * 7 
stellen oder an dreien sind „ und an einer „—2. Ist also = 4, so kann 


es sein, daß sich an einer der Stellen e, alle Wurzeln von F= 0 regulär 
verhalten, und im Falle rn = 2 müssen sich die beiden Wurzeln an zweien 
der Stellen e, regulär verhalten, sodaß dann .|, %,(, oder D oder zwei von 
ihnen die Wurzeln von #= 0 nicht permutieren. Damit ist der oben ver- 
sprochene Nachweis geführt, daß nur für »=2 oder n = 4 die: Gruppe 
von = 0 nicht mit der von 7/ = 0 identisch zu sein braucht. 


| n% 
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Es ist interessant zu sehen, wie sich auch hier der Unterschied zwischen 
einem ungeraden und einem geraden 'T'ransformationsgrad zeigt und in welcher 
Art er sich zeigt. 





Wir haben also gefunden: 

Wir erhalten den transformierten Körper im allgemeinen dadurch, daß 
wır zu dem Körper der rationalen Funktionen von x alle Wurzeln einer Abel- 
schen Gleichung F=V n-ten Grades, vom Range Null, mit rationalen Funk- 
honen von x «ls Koeffizienten, adjungieren. Nur um Falle n = 2 und n= 4 
kann es nöhg sem, auch y zu adjungreren. 

Zur Darstellung des Körpers A ($,.c) können wir irgend eine rationale 
Funktion von $ und « an Stelle von $ nehmen. Denn jede solehe Funk- 
tion hat wieder die wesentliche Eigenschaft von 5, nämlich eine symmetrische 
Funktion der mit 1 und «, ($ 4) bezeichneten Größen zu sein. Nehmen 
wir für 5 eine Funktion erster Ordnung, die es immer gibt, und die wir 
wieder mit S bezeichnen, so wird die Gleichung zwischen 5 und x in x 
linear, bleibt aber in $ vom n-ten Grade. Wir können daher setzen 
‚_ U® 

| AOE 
wo U und V ganze rationale Funktionen n-ten Grades von 5 sind. Damit 
sind wir zur Jacobischen Form der Transformation gelangt. 

Wir können jetzt auch leicht zeigen, daß bei unseren Voraus- 
setzungen über & der Körper, der aus allen rationalen Funktionen von 5, 
und y besteht, wirklich ein Körper vom Range Eins ist. Wir beschränken 
uns dabei auf den Fall, daß » ungerade ist. Da in diesem Falle von den 
» Werten, für die $ gleich e, @ = 1,...,4) wird, n— 1 paarweise zusammen- 
fallen, so wird 

_RO’E-E) 
Ei (6) 


werden müssen, wo A,($) eine ganze rationale Funktion vom Grade 


U—L (=1,..,+*) 


n — | 
> 


—_ 


bedeutet. Setzen wir demnach 


n = V(E-) (&- 8) (E85) (6-8), 
so wird 


R R,R,R 
a 
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Der Körper A(S,x,y,) besteht demnach aus allen rationalen Funktionen 
von n und £, ist also vom kange Eins. 
7. 

Wir haben in $5 gesehen, daß wir den transformierten Körper aus 
dem ursprünglichen, durch sukzessive Adjunktion von Wurzelfunktionen 
erhalten können. Wir wollen den einfachsten Fall, nämlich die Adjunktion 
erner Wurzelfunktion n-ten Grades genauer betrachten und vor allem zu- 
sehen, in welcher Beziehung Argument und Perioden der zu den beiden 
algebraischen Körpern gehörenden elliptischen Funktionen zu einander stehen. 


f 


‘s werde also zu A, y) die Funktion 2 = Yıy (w, y) adjungiert, wo 
» eine rationale Funktion ist, die an ihren Nullstellen von der »-ten Ord- 
nung Null und an ihren Unendlichkeitsstellen von der »-ten Ordnung un- 


p 


endlich wird. Es sei 9 (u|1,o) die zu A (w, y) gehörende ungerade 9-Funk- 


tion. 1 und w seien ihre Perioden und es sei 
J (u+ 1) = ee" 9 (w), 


7 (+ uw) re u). 


d 


Dann läßt sich die Funktion z immer in der Form darstellen 


nt 
. > —Iniar I 3 (u— u ) 
w —-. 3 1. 2 E 
II kn; (h ns b;) 
wo ( eine Konstante ist. 


Da :” eine rationale Funktion sein soll, so muß die Gleichung 


Y(ı- ) 
ad +4d,+ —b—b, EN — # n ( 
bestehen, wo y und Öd ganze Zahlen sind, und im besonderen y = an. Soll 


wirklich erst die »-te Potenz von z rational sein, so dürfen y.d. rn keinen 


semeinsamen Teiler haben. 
Wir betrachten speziell die Fälle y = U (I) und d = UV (I]). 
Il. d ist teilerfremd zu » anzunehmen. Es wird, wenn wir >” als 
Funktion von ” mit gr) bezeichnen, 
h) 


yurl)=pyüu, Yyaro)=e "pl. 


Adjungieren wir demnach () zu den elliptischen Funktionen von v 
mit den Perioden 1,o, so erhalten wir eine Gesamtheit von Funktionen 
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von , die nicht mehr die Perioden 1,0 haben, aber doch noch doppelt 
periodisch sind. Und zwar sieht man leicht, daß man als primitives Peri- 
odenpaar dieser Funktionen 1 und rw nehmen kann. Bezeichnen wir Ar- 
gument und Perioden der neuen elliptischen Funktionen mit v,,1,w,, so 
haben wir die 'T'ransformationsformeln 


m, 


GE U u) = 
1} n 


Il. z muß teilerfremd zu » sein. Es wird 


-2ni! 
p (u + 1) = "op (1), y(lu+o) = pw). 
Wollen wir hier auch, daß die neuen Funktionen die eine Periode 1 
.. . . .,. . 0 a 
haben, so können wir als primitive Perioden nehmen 1 und „, müssen dann 
[27 . . . . 
aber als Argument nehmen 7 sodaß wir die Transformationsgleichungen haben 
u a nu, w= 1NW,, 


den Fällen I. und II. entsprechen also die beiden Haupttransformationen 
n-ten Grades.*) 


$ 8. 
Wir wollen zum Schluß noch die beiden Ausnahmefälle, auf die 
wir in $ 5 stießen, kurz behandeln. 
l.n=2. In diesem Falle ist die Gleichung für $, nämlich ! = 0, 
in $ vom zweiten Grade und wir können sie in der Form annehmen 


®= Re). 


Da die Gleichung vom Range Null sein muß, so darf Ar (x) nur an 
zwei Stellen von ungerader Ordnung Null oder unendlich werden, und ferner 
dürfen diese Stellen nur zwei von den Stellen e,;(ı =: 1,...,4) sein. Die 
Adjunktion von & kommt also auf die Adjunktion einer der Größen 


V@w-e,) (0 6;) 


hinaus. Und man sieht, daß in diesem Falle auch durch Adjunktion beider 


E\ 


) Siehe hierüber Weber, Ellipt. Funktionen und algebr. Zahlen. (Braunschweig, 
Vieweg & Sohn) Seite 67 und folgende. 
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Wurzeln +Y(x—e,) (x—e,) und — Y(@—e,) (e— e,) die Größe y nicht mit ad- 
jungiert wird, wie es der allgemeinen 'T'heorie entspricht. 
.n=4, Die zu adjungierende Größe £ 3, wenn der Ausnahme- 
II 4. Die zu adjungierende Größe £ muß n der Ausnahm 
all eintrete Befti= 1,2, einen Verzweieunes- 
fall eintreten soll, an dreien der Stelle 1,2,3,4 \ ung 
punkt haben, an der vierten nicht. Eine solche Funktion ist z. B. 


aYle—e,) (@—e,)+bY@-e,) (u=e,), 
wo a und 5 Konstanten sind und «,/P,y irgend drei verschiedene der Zahlen 
1,2,3,4. Man erhält also alle Transformationen 4-ten Grades der beson- 
deren Art, indem man zum Körper A (ı,y) zwei der Größen 


Y(r—e,) (Ü—e;) (e=P) 

adjungiert, die eine gemeinsame Nullstelle haben. Daß man auf diesem 
Wege alle solche 'T'ransformationen erhält, zeigt man leicht, indem man 
die allgemeinen Methoden dieser Arbeit auf diesen speziellen Fall anwendet. 

Betrachten wir noch die zu diesem Falle gehörende Transformation 
der elliptischen Funktionen. Es seien 9,7), 9, (7), 9 (1) die drei geraden zu 
K (,y) gehörenden 9-Funktionen und 9,, (*) die ungerade. Die Perioden seien 
Il und ». Die Normierung wie in Webers elliptischen Funktionen. Dann 
sind zu den ursprünglichen elliptischen Funktionen etwa die Funktionen 


Io (4) 


3 (u) 
4), Aus u ABER, „BIER 10) Eder =; 
11 


F, (w) 
zu adjungieren. Es ist dann (Weber, Ellipt. Funktionen $ 17, 1 


pu+D) = -mM, MU) = -nW), 
p,(u+w) = —gp,(u), p,(t+Ww) = (u) 
purl+to)= pl,  nlt+1+0)= pl), 
woraus man ersieht, daß man als primitive Perioden der neuen elliptischen 
Funktionen 2 und 2» nehmen kann; oder wenn man will, daß wieder eine 


. * .. . [1 
Periode gleich Eins wird; so hat man als neues Argument , zu nehmen .,. 


Und man hat die Transformationsgleichungen 
Be 2u,. 
= W,, 


wodurch in der Tat eine Transformation 4-ter Ordnung ausgedrückt ist und 
20 


02 


zwar die mit der Determinante 











Theorie der Körper von Matrizen. 
(Von K. Hensel.) 


\ endet man die von Cayley in seiner grundlegenden Abhandlung 
„A Memoir on the Theory of Matrices“ (Philos. Transaetions of the R. Society 
l,ondon 1859 vol. 148) gegebenen Regeln für das Rechnen mit Matrizen 
systematisch auf diese "Theorie an, so vereinfacht sie sich in höchst merk- 
wiürdiger Weise und geht in eine Arithmetik über, welche nur unwesentlich 
komplizierter ist, als die gewöhnliche niedere Zahlentheorie. Betrachtet man 
speziell nur diejenigen Systeme oder Matrizen, welche rationale Funktionen 
eines Systems .| sind, so erhält man einen Bereich von Systemen, welche 
sich genau nach den Gesetzen der gewöhnlichen Zahlenlehre mit einander ver- 
binden, und die Untersuchung dieser „Körper von Matrizen“ fällt vollständig 
mit der 'T'heorie der rationalen Funktionen einer Variablen » zusammen, 
wenn man sie für eine beliebige ganze Funktion von r als Modul betrachtet. 
Diese Theorie ist aber längst vollständig bekannt und sehr leicht zu ent- 
wiekeln; und infolgedessen bietet auch die Betrachtung der rationalen Funk- 
tionen von .| bei dieser Behandlung nicht die geringste Schwierigkeit. 

Von diesem Ausgangspunkte habe ich im Wintersemester 1891/92 in 
einer zweistündigen Vorlesung eine neue T'heorie der Körper oder Gattungs- 
bereiche von Matrizen entwickelt. Bei der Vorbereitung für den zweiten 
Band der Aroneckersehen Determinantentheorie habe ich diese Untersuchungen 
wieder aufgenommen, und ihren Inhalt, soweit er mir noch nicht bekannt 
zu sein schien, in der nachfolgenden Arbeit niedergelegt. Bei dem hier 
sewählten Eingange ergeben sich die schönen Resultate, welche Aduard 
Ieyr in seiner großen Abhandlung „Zur Theorie - der bilinearen Formen“ 
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(Monatshefte für Mathematik und Physik. 1. Jahrg., 4. und 5. Heft) her- 
geleitet, aber nicht ohne beträchtliche Schwierigkeiten bewiesen hat, als 
selbstverständliche Folgerungen, wenn man den zu untersuchenden Körper 
von Matrizen durch den ihm äquivalenten reduzierten Körper ersetzt. 


un 
je 


Ks seien 
A —— (Ay), B == (en), ... (i,) Pe 

beliebige quadratische Systeme von je »’ Elementen. Es mögen die ele- 
mentaren Operationen der Addition, Subtraktion Multiplikation und Division 
für Systeme in der bekannten Weise definiert werden. Dann kann man 
mit ihnen genau wie mit Zahlen rechnen, nur muß man beachten, daß 

erstens die Reihenfolge der Faktoren eines Produktes nicht ver- 

tauscht werden darf und daß man 


zweitens mit einem Systeme ‚| nur dann dividieren darf, wenn seine 
| 


Determinante |A|=0 ist, wenn also das reziproke System .| ' 


existiert. 
Wir werden auch Summen 


A= A+A+- = (ad +aPd +...) 


unendlich vieler Summanden A, = (a‘P) betrachten, aber nur dann, wenn die 


[Z 


»’ unendlichen Reihen 


T. 


(I; = Sa) 
vl 


welche die Elemente von A sind, sämtlich konvergieren. 
Das Einheitssystem werde durch 1 bezeichnet und allgemeiner sei 
c ein Diagonalsystem, dessen Diagonalelemente sämtlich gleich «© sind. 


Eine Anzahl Systeme 4,,A,,... A, heißen linear unabhängig, wenn 
zwischen ihnen keine homogene lineare Gleichung: 
(1.) aA, +0 A, + + er A,„=V0 


mit konstanten nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten besteht, wenn 
also nicht eins derselben homogen und linear durch die « —1 übrigen dar- 
stellbar ist. Ist wieder allgemein A, = (al), so vertritt die eine System- 


gleichung (1.) die »’ gewöhnlichen homogenen Gleichungen: 


(1'.) at t+e,a = t. (k=1,2,...,m) 
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Ist u>n‘, so können diese « homogenen linearen Gleichungen für &,, ..., €, 
offenbar stets befriedigt werden. Mehr als n’ Systeme sind also stets 
linear abhängig. 

Es sei nun A ein beliebiges System, dann wollen wir unter A (A) 
die Gesamtheit aller derjenigen Systeme verstehen, welche aus A durch die 
vier elementaren Rechenoperationen hervorgehen, wir bezeichnen diesen 
abgeschlossenen Bereich von Systemen als den zu A gehörigen Körper von 
Systemen oder Matrizen. Ebenso bezeichne X (A, 5) die Gesamtheit aller 
rationalen Funktionen von A und 5 mit konstanten Koeffizienten u. s. w. 

Da zwei rationale Funktionen p (A) und w(A) offenbar mit einander 
vertauschbar sind, so fällt für das Rechnen mit den Systemen des Körpers 
K.(A) die erste oben gemachte Beschränkung fort; man kann also mit diesen 
Systemen genau wie mit Zahlen rechnen, nur darf man nicht mit einem 
System dividieren, dessen Determinante Null ist. 

Der einfachste Körper ist die Gesamtheit A (1) aller Diagonalsysteme 
c, deren Diagonalelemente beliebige Konstanten sind. 

Ist A ein System von nichtverschwindender Determinante, so ent- 
hält der Körper A (A) den Körper Ä(1) als Teiler, da in X(A) das Ele- 
ment : 
gegen |A| = 0, so besitzen auch alle Elemente von Ä(A) die Determinante 
Null; dieser Körper enthält also X (1) nicht als Teiler. Ist dies der Fall, 
so wollen wir statt A (A) den diesen enthaltenden Körper Ä (1, A) betrachten. 


In diesem Körper gibt es dann stets ein solches Element A, dab 
K(A)= K(1, A) ist. Betrachten wir nämlich das System von Ä(1, 4) 








= 1, also auch jedes Element c von Ä(1) enthalten ist. Ist da- 


Aıt?r; Ay ven pm 


(dyıs Aa+r, ..0.. dyn 


A=r+A= 








Anıs d,23 >». Un +r 


so ist seine Determinante: 





Al= Ir+Al = "+b, +. +b, 


für ein unbestimmtes r sicher von Null verschieden, und man kann r auf 
unendlich viele Arten so wählen, daß |4]=0 ist. Tut man dies, so ent- 
hält der Körper K (A), der ja ein Teiler von X (1, A) ist, den Körper X (1), 
und da dann auch A= A—r zu K (A) gehört, so gehören auch alle Ele- 
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mente von A (1,.1) zu KX(A); jene beiden Körper sind dann also identisch. 
Wir können und wollen somit gleich das System A so wählen, daß seine 
Determinante nicht Null ist. 

Jedes System .| genügt einer eindeutig bestimmten Gleichung des 
niedrigsten Grades 


(2.) f(A) = A’+0 A"+.. +0, ,A+c,=0 


mit konstanten Koeffizienten. Unter den unendlich vielen Systemen der 
keihe: 
ER 


können nämlich nach der oben gemachten Bemerkung höchstens »' linear 
unabhängig sein. Besteht also zwischen den (»+1) ersten die lineare 
Gleichung (2.), während (1, A,..., A”) linear unabhängig sind, so ist (2.) 
die Gleichung niedrigsten Grades für |, und diese ist offenbar eindeutig 
bestimmt. Eine andere Gleichung w(r) = 0 kann dann und nur dann für 
"= 4 erfüllt sein, wenn w(r) durch /(r) im gewöhnlichen Sinne teilbar 
ist. Wir wollen die Gleichung /(r) = 0, welcher A genügt, die zu A ge- 
hörige Gleichung, und ihre linke Seite die zu A gehörige Funktion nennen. 
Es ist leicht, die zu einem System A gehörige Funktion f(r) zu 

bestimmen. Ist nämlich (2.) die Gleichung niedrigsten Grades für A, so ist 

fe) _fW)-rA) _ y(0) 

r— 4A r— A ‘ 
eine ganze Funktion von ”:; und besteht umgekehrt diese Gleichung, so 
muß /(A) = 0 sein. Also ist 

BE BEER) 
und der Bruch rechts erscheint in seiner reduzierten Form. Mithin ist die 
zu A gehörige Funktion der gemeinsame Nenner, oder, was hier offenbar 
dasselbe ist, der größte gemeinsame Teiler der n’ Elemente des zu 


dıT, Uay rer, Un 


(3.) r-A= (— 1)" ai , Ua —Tyury (ds, 








Üd,1> Un2s on ll 


nn 
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reziproken Systemes. Daher ist /(r) der erste Elementarteiler des zur—./ 


reziproken Systemes „, oder also der letzte Elementarteiler des Systemes (3). | 


4A’ 

Die Determinante |”—.1| ist gleich dem Produkte der » zu dem 
Systeme (r—.1) gehörigen Elementarteiler, und jeder dieser Elementarteiler 
ist durch den vorhergehenden teilbar. Also ist die zu A gehörige Funk- 
tion /(r) ein solcher Teiler der Funktion »-ten Grades: 


(4) Ir A| = "+04 +0, = FON), 


welcher jeden Linearfaktor von /’(r) mindestens einmal enthält. Der Grad 
der Gleichung für ein System ist ferner im allgemeinen kleiner als » und 





RR REN REDE 





dann und nur dann gleich », wenn alle Elementarteiler des Systemes 7 —.] 
mit Ausnahme des letzten gleich Eins sind. 

Ist 

N) =hr)RE) 

irgend eine Zerlegung der zu | gehörigen Funktion in Faktoren niedrigeren 
(Grades, so sind die Determinanten |/(.4)| und |%(A)| der Systeme /, (A) 
und /(A) stets gleich Null. 

Besäße nämlich z. B. das System /,(.1) eine von Null verschiedene 
Determinante, so könnte man die Gleichung: 


fV)=HANMRA) = 0 


nach der auf S. 117 gemachten zweiten Bemerkung durch /, (1) dividieren; 
aus der dann sich ergebenden Gleichung 

N = 0 
würde aber gegen unsere Voraussetzung folgen, dab /(r) = 0 nicht die 
Gleichung des niedrigsten Grades ist, welcher A genügt. 

Ist allgemeiner y (r) eine beliebige ganze Funktion von r, so besitzt 
das System (A) dann und nur dann eine verschwindende Determinante, 
wenn (7) und /(r) einen gemeinsamen Teiler haben. Ist nämlich 

r)=-/NhrN, ION HP), 
so ist ja |y (A)| = | A)l|o CAM)| = 0. Sind dagegen /(r) und y(r) teiler- 


fremd, und sind /,(r) und 4,(7) so gewählt, daß: 


(OH +IÄ)go)=1 
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ist, so ergibt sich für » = .1 
g(A)qg(A)=1, 
und durch Übergang zu den Determinanten folgt 
14 (A)| 19 (A)| =1, 


d.h. es ist notwendig |y (A)| > 0, wie zu beweisen war. 
Hieraus folgt, daß der Körper A(1,.1) aus der Gesamtheit aller 


. 0 ( A r Fr ’ 
rationalen Funktionen n \ von .| besteht, deren Nenner A (.l) zu /(.) 
UL ; 
teilerfremd ist, oder, was dasselbe ist, daß A (1, .!) eindeutig der Gesamt- 
. r . . ‘ (r) . . “. 
heit A (r) aller rationalen Funktionen ' , entspricht, wenn man diese für 
e\r 


den Modul /(r) betrachtet, und wenn man nur diejenigen Brüche betrachtet, 
deren Nenner h(r) in der reduzierten Form zum Modul teilerfremd ist. 

Die Gesamtheit dieser rationalen Funktionen modulo /(r) betrachtet, 
kann aber, wie jetzt gezeigt werden wird, sehr einfach behandelt werden. 
Ersetzen wir dann die Variable ” durch das System .|. so entspricht jedem 
vorher über den Bereich A (r) abgeleiteten Resultate dasselbe Resultat für 
den Bereich A (1, A). 

Jede Funktion 7), deren Nenner zu /(r) relativ prim ist, kann zu- 


h(r) 


nächst modulo /(r) auf eine einzige Weise in der Form 
Un+ It, rt. 4+ U, pi 
dargestellt werden. Da nämlich A (v7) n. d. V. zu /(r) teilerfremd ist, so 
kann man Ah, (r) und /, (r) so bestimmen, daß: 
her) +fr)fir)=1, 


und daß auch A, (r) zu /(r) teilerfremd ist. Hieraus folgt aber: 


| 
h,(r mod /(r 
Od (meish)) 
und hieraus folgt: 
vr) = y(r)hler) ze wtur +++ u,_, r (mod /(r)). 
ho) /) 
wo die rechts stehende ganze Funktion (r—1)-ten Grades der Rest der 
Division von y(r) h,(r) dureh /(r) ist. Ersetzt man in dieser Kongruenz r 
durch A, so ergibt sich der Satz: 
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Alle Systeme des Körpers A(1, 4) können auf eine und nur 
eine Weise in der Form: 
vw: 
Wut t, A +++ U, ‚A 
dargestellt werden. Die » Systeme (1, A, ..., .1”') bilden also ein Fun- 
damentalsystem für A(1, 4). 
Allgemeiner bildet ein System von v Matrizen 4A,, ..,..., A, von 
(1, .4) dann und nur dann ebenfalls ein Fundamentalsystem für jenen Körper, 
wenn diese linear unabhängig sind, d.h. wenn aus einer Gleichung: 
u, A, ++ +u, A, = 0 
mit Notwendigkeit das Verschwinden der v Koeffizienten x, folgt. 
Kin solehes Fundamentalsystem, welches die Behandlung des Körpers 
A (1,A) ganz außerordentlich vereinfacht, ergibt sich durch die folgenden 
Betrachtungen: Wir betrachten wieder den Bereich A(r) modulo /(r) und 
denken uns den Modul in seine gleichen und verschiedenen Linearfaktoren 
zerlegt. Es sei: 
(D.) fer) = (r—r,)" (r—r,)* ...(r—r,)% 
diese Zerlegung; dann sei allgemein /;(r) der komplementäre Faktor zu 
or)", so daß f(r),...,/,(7) dureh die Gleichungen definiert sind: 
Bi SE 0 N De FE Fa in 
6.) fo) = (rn) hr) = erde Re) == lern)" ho). 
. : ” eo . . 
Jede Funktion /;(r) = 4 e enthält dann jeden Linearfaktor (r—r,) 


außer dem :-ten genau so oft, als /(r) selbst, während sie ("—r,) gar nicht 
enthält; es ist also stets: 


Ke)ARO)=V (mod /(r)). >» 


Da somit die } Funktionen (f, (7), ..., /,(r)) keinen allen gemeinsamen Teiler 
haben, so kann man A Multiplikatoren (9, (7),...,9,(r)) so bestimmen, daß 


hıatketthn=1 
ist. Setzen wir nun allgemein 
LOHND)=ER) (mod fß)), 
so besteht für die A ganzen Funktionen %,(r),..., Z,(r) die Kongruenz: 


(4) EKe)+ko)+te+ke)=i (mod /(r)) 
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und es ist auch für sie, sobald = % ist, 


(8.) E,(r) E,er) = 0 (mod /(r)), 
da sie Multipla von /,,...,/, sind. Multipliziert man also die obige Kon- 
eruenz (7.) z.B. mit %, und läßt alle Produkte 4%, &, fort, so ergibt sich 
ri=1,2,..,h 


(8°.) Fi (r) = &;(r) (mod /(r)). 
Wir setzen zweitens: 

(9) Ey) —r) = An). 
Dann ist ebenfalls für «= % 

(10.) A,(r) A,(r) = 0 (mod /(r)) 
und wegen ($'.) 

(10°) Al)’ = Er) (r—r) = E,;(r) (r—r,)' (mod /(r)). 
und hieraus folgt durch sukzessives Weiterschließen, daß 

(10®,) Adi(r) = E;,(r) (r—r) = 0 (mod /(r)) 


ist, und daß dies die Kongruenz niedrigsten Grades ist, der A,(r) modulo 


/(r) genügt. 
Wir wollen der Gleichmäßigkeit wegen: 


(11.) E,(r) = A; (r) 
setzen, und eine jede Funktion von der Form: 
p (A,) = (y A’+a, A;+a, A!+ ++ da Ai 


eıme ganze Funktion des (d,—1)-ten Grades von A, nennen. Wegen der Kon- 
gruenz (10°.) kann jede ganze Funktion höheren Grades dadurch auf den 
(d,— 1)-ten Grad reduziert werden, daß man alle höheren Potenzen von A 
einfach fortläßt. Für zwei beliebige ganze Funktionen von A, und A, be- 
steht ferner die Kongruenz: 


p(A)Y(A,) = 0 (mod /(r)), 
weil sie bzw. die Funktionen #%, und Z%, als Faktoren enthalten. 
Hiernach beweisen wir leicht, daß die 4+d,+:++d, =v ganzen 
Funktionen von ? 
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AV / 2 / d—1 
a; A, A}, .... A, 
A la —1 
(12 \ y, 4 A,, A}, 0... A, 
io.) 
0 2 dy—1 
A); A,, A}, .... A," 


ein Fundamentalsystem für den Bereich A(r) modulo /(r) bilden. Nach 
der oben gemachten Bemerkung brauchen wir nämlich nur nachzuweisen, 
daß diese » Funktionen modulo /(r) linear unabhängig sind, daß also eine 
Kongruenz: 


p(A)+p(A)+-+gp,(A) = 0 (mod [(r)) 


nur dann möglich ist, wenn die » Koeffizienten jener ganzen Funktionen Y, 
sämtlich verschwinden. Betrachtet man aber diese Kongruenz z. B. nur 
modulo (”—7,)" und beachtet, daß dann alle Elemente von (12.) außer denen 
in der ersten Reihe durch den neuen Modul teilbar sind, während allgemein 


A = Ed(r—r) = 4, (r—r,) (mod (r—11)") 


wird, so geht unsere Kongruenz nach Weglassung des gemeinsamen Faktors 
A, über in die folgende: 


(or —r)) E ata, rr)+ + (r—r, ai 0 mod (r—r, 5 ’ 
Fı \\ / | 


und diese ist offenbar nur dann erfüllt, wenn wirklich alle Koeffizienten «, 
Null sind. 

Mit Hülfe des soeben bestimmten „normalen Fundamentalsystemes“ für 
den Körper ÄA(r) modulo /(r) ergibt sich nun eine sehr einfache Dar- 
stellung aller Elemente von A (r) durch dasselbe. 

Zunächst erhält man wegen (7.) für » selbst die Kongruenz: 


r = r(A4’+ Al+...4 49) 


S (nor) dt (mod /(r)) 


d.h. es ist: 


113.) r = (r, A+A)+n A+A)+ ++ er, AHA); 


ist also die Summe von A linearen Funktionen bzw. von 1, .J,..., 1). 


Ks sei nun 
R=y(r) 
ein Element von A (vr), d. h. eine beliebige rationale ganze oder gebrochene 
Funktion von 7, deren Nenner aber, falls ein solcher existiert, zu /(r) 
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teilerfremd ist; dann ergibt sich leicht die Kongruenz: 


R=y() = g(Zr, Al4A) 
= pr, A+A)+Yp (r, A3+ A,) r.. +4 (r, A, + A,) (mod /(r)); 


weil das Produkt irgend zweier rationaler Funktionen von (r, 1Y+4,) und 
(r, Ay+4A,) stets durch /(r) teilbar ist. Entwickelt man jetzt also jede der 
Funktionen g (r, A}+4A,) mit Hülfe des Taylorschen Satzes nach Potenzen 
von A, und beachtet, daß A; und alle höheren Potenzen von A, durch /(" 
teilbar sind, so erhält man die folgende einfache Darstellung von y (r) durch 
unser Fundamentalsystem: 


(13) R=g(r) 


h fa (d;—1)(» 
»f Ä PR Pr) 42, y () 4a;- 
= <= \p(r) ty (r.) A;+ 31 A’+ ++ dm)! |. ). 
Die Koeffizienten jedes Elements 1’ in jener Darstellung von g(r) durch 
unser Fundamentalsystem sind also die stets endlichen Werte der Ab- 


leitungen 
gr) 
k! 


für die betreffende Wurzel r,. Man erkennt also auch so, daß eine Funktion 


R=g(r) 
des Körpers A (r) dann und nur dann einen gemeinsamen Teiler mit dem 
Modul /(r) hat, wenn mindestens eine der A Zahlen 


pr), Pr), pP (r}) 
gleich Null ist, und daß sie dann und nur dann einen einzigen Linearfaktor 
mit /(r) gemeinsam hat, wenn nur eine jener A Zahlen etwa g(r,) = UV 
und zugleich y (r,) = 0 ist. 
Hieraus folgt, daß jede Funktion ? = p(r) modulo /(r) betrachtet 
der Kongruenz v-ten Grades 


(14) (R-9 (r,))" (R-9 (r,))* ... (Rp (7,))” 0 (mod /(r)) 
genügt, und daß diese dann und nur dann die Kongruenz niedrigsten Grades 
ist, wenn 

1. die A Zahlen p(r,),p (r),...,p(r,) alle verschieden sind, 
2. keine der h Zahlen (7), 9 (7), ..., 9 (r,) gleich Null ist. 
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In der Tat, wäre etwa p(r,) = g(r,), so wäre ja #—g(r,) bereits mindestens 
durch das Produkt ("—r,) (r—r,) teilbar; wäre aber etwa g' (r,) = 0, so enthielte 
R—-g(r,) mindestens das Quadrat von (r—r,) und in beiden Fällen wäre 
somit (14.) nicht die Kongruenz niedrigsten Grades für 2. 

It # = gp(r) ein beliebiges Element von A (r), so konstituiert A (A) 
einen Körper, welcher einen Teilbereich von A(r) bildet, weil alle Ele- 
mente von A(R) auch zu Ä(r) gehören, aber im allgemeinen das Umge- 
kehrte nicht gilt. Das letztere ist dann und nur dann der Fall, wenn die 
Kongruenz niedrigsten Grades für /? ebenfalls vom v-ten Grade ist, wenn also 


l. gr )ZyYy(r,). (2%) 
2 p (r,) > ( (i=1,2,..,h) 


ist; denn nur in diesem Falle sind die » Potenzen 
3 —] 
m ME ARE < 


linear unabhängig, bilden also auch für A (r) ein Fundamentalsystem. Ein 
solches Element #, welches ebenso wie r selbst zur vollständigen Dar- 
stellung von A(r) verwandt werden kann, soll en primitires Element von 
A (r) genannt werden. 

Ersetzt man nun in den soeben gefundenen Kongruenzen die Variable 
" durch das zugrunde gelegte System A, wodurch der Modul /(4) sieh 
auf Null reduziert, so gehen sie in Gleichungen für die zugeordneten Matrizen 
iiber. Die so sich ergebenden Resultate können dann folgendermaßen aus- 
gesprochen werden: 


Es sei | = (a,) ein beliebiges quadratisches System und 
\ te) 2 
(15.) f(4A) — (A — 1)" (A —1,)" u (A 1, Fa () 


sei die in ihre Linearfaktoren zerlegte Gleichung niedrigsten Grades für A. 
Dann kann man entsprechend jenen 4 Linearfaktoren in dem Körper A (1, .1) 
h Systeme: 

(16.) Ay Ad, sin Ab 


so auswählen. daß alleemein: 
” 


(16'.) Eh er: an 9: (A) 
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ist, wo 9,(A) eine geeignet gewählte ganze Funktion von A bedeutet. Dann 
bestehen für = 4 die Gleichungen: 


(17.) AR=0 
und 
(17°.) (Aa AR. 
Setzt man ferner für » = 1,2,..., h: 
(18.) A, = A!(A-r,), 
so sind die zu .|,,...,.1, gehörigen Gleichungen: 
(18°.) Adi = 0, 


Jedes System 


des Körpers A (1, .1) läßt sich dann auf eine und nur eine Weise durch 


(das normale Fundamentalsystem: 


(19.) 





f 4, \ 0 ' N pi (ri) | \ 
20.) B=Yy(A) = = (y vr) +p Ar) At + 7 er ; P A) 
= b,+b,+--+B5,, 


wo allgemein 5, = y;(.l;) eine rationale Funktion von dem Elemente .!, ist, 
also dem primitiven Körper 

K(4,.,A,) 
angehört, dessen zugehörige Gleichung die einfachste Gestalt: 


Ai = 0 


hat. Die Untersuchung des allgemeinsten Körpers Ä (1, .1) ist somit vollständig 
auf die Betrachtung dieser Primitivkörper X (.\}, .1,) reduziert, in welchem 
an die Stelle des Einheitssystems 1 nur das Einheitssystem .!! getreten ist. 
welches aber innerhalb jenes Primitivkörpers genau dieselben Eigenschaften 
besitzt, wie das System 1 innerhalb A (1, .1). Das System .| selbst wird fol- 
gendermaßen durch unser Fundamentalsystem dargestellt: 


(20°) A= (rn A+A)F+--+(r, A+A,). 
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Das System 5 in (20.) hat dann und nur dann eine von Null ver- 
schiedene Determinante, wenn die h Anfangskoeffizienten Y (r,) sämtlich von 
Null verschieden sind, wenn also die } ganzen Funktionen: 


p:(A;). 
mit den zugehörigen Funktionen 4 keinen gemeinsamen Teiler haben. Sind 
B = B-+b,+.-+B, 
Cl eG, 
zwei Systeme von A (1, .1), so bestehen für die elementaren Rechenopera- 
tionen mit ihnen die Vorschriften: 
b+U0=(B,+tUC)++(B,+t6,) 
bC= BCG+-+ 5,0, 


und, falls || 0 ist: 
2 28 B, 
E10 a 
Jedes System 5 = (A) des Körpers X (1, 4) genügt ebenfalls einer 
Gleichung v-ten Grades, nämlich der Gleichung: 


F(B) = (bg (r,))" ... (B-g(r,))" = 0, 


und diese ist dann und nur dann die Gleichung niedrigsten Grades für 2, 
wenn 

yo )Zym, 

2. op (r)Z0 


ist. Nur in diesem Falle sind die beiden Körper AX(1,4) und X(1, 5b) 
identisch; andernfalls ist X (1,5) unter X (1, A) enthalten. 


$ 2. 
Ich nenne zwei Körper X(1, A) und A(1, 5b) dquwalent, wenn man 
zwei solche Multiplikatoren P und @ finden kann, daß für zwei entsprechende 
rationale Funktionen p(A) und Y(b) jener beiden Körper: 


(1.) P-p(A)-Q=g(b) 
ist. Wählt man für g(A) speziell den Linearfaktor (r— A), so folgt aus 
der Gleichung: 


(1°.) Pr-A)Q=r-—B, 
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die dann bestehen muß, daß 


Eee 


Fü, se Q= P*, 
daß -also zwischen A und 5 die Gleichung 
(2.) PAP-'=B 


erfüllt ist. Besteht eine solche Gleichung, so sagen wir, .| gehe durch eine 
kontragrediente Transformation in 5 über. Ist diese Gleichung umgekehrt 
erfüllt, so folgt auch leicht, daß 


PART =D 
Put A+ +, A P’'=w+Uu B+--++u,_, BP’, 


daß also dann in der Tat Ä(1,A) und Ä(1, 5) äquivalent sind. 

Zwei Körper A(1, .1) und X(1.D) sind also dann und nur dann 
äquivalent, wenn die erzeugenden Systeme durch eine kontragrediente 
Transformation in einander übergehen. 

Da jede Funktion p (Al) durch jene Transformation in die entsprechende 
Funktion p(5) übergeht, so ergeben sich ohne weiteres die Sätze: 

Sind X(1, A) und Ä(1, 5) äquivalente Körper, so genügen .| und 
5b derselben Gleichung /(r) = 0, und die v Elemente der beiden normalen 
Fundamentalsysteme 





Ak und B* . er 


sind dieselben rationalen Funktionen von .| bezw. von DB. 
Da somit für diese » Elemente die Gleichungen 


PAHP"'= Bi 


bestehen, so besitzen je zwei solche Elemente denselben Rang. Wir be- 
zeichnen den Rang eines Systems A; durch [A] = a’. Dann können wir 
zunächst den folgenden einfachen Satz aussprechen: 

Von zwei Systemen A und 5 geht jedes nur dann in das andere 
durch kontragrediente Transformation über, wenn beide derselben Glei- 
chung genügen und wenn die » Elemente der beiden normalen Funda- 
mentalsysteme beziehlich gleichen Rang haben. 

Ich will jetzt weiter zeigen, daß diese Bedingungen auch hinreichend 
sind. Sind sie nämlich erfüllt, so beweist man, daß der Körper A(1, .) 
einem sogenannten reduzierten Körper äquivalent ist, für welchen die » 
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Elemente des Fundamentalsystems durch die » Rangzahlen a‘ eindeutig 
bestimmt sind. Stimmen daher jene Rangzahlen für A(1, A) und A(1, >) 
beziehlich überein, so sind diese demselben reduzierten Körper und somit 
auch unter einander äquivalent. Außerdem kennt man dann offenbar auch 
eine kontragrediente "Transformation, welche .| in 5 überführt. 


$ 3. 

Zu diesem beweise gelangt man leicht mit Hülfe einiger Sätze über 
die Zerlegung von Systemen in Partialsysteme, welche auch bei anderen 
eingehenderen Untersuchungen über Systeme mit Nutzen gebraucht werden 
können. 


Es seien £,,6&,...,e, og ganze Zahlen, deren Summe 
(1.) es tet +, =N 


ist. Wir teilen nun ein beliebiges System »-ter Ordnung dadurch in go Partial- 
systeme, daß wir die e, ersten Horizontalreihen /7,,..., /, zu einem ersten 
Horizontalabschnitt, dann die e, folgenden //, ,,, ..., //,,., zu einem zweiten, ... 
und die e, letzten Zeilen zu einem g-ten Horizontalabschnitte zusammen- 
fassen. (Grenau ebenso rechnen wir die e, ersten Vertikalreihen F,,...,V, in 
einen ersten u. s. w., die e, letzten Vertikalreihen in einen letzten Vertikal- 
abschnitt. 

Bezeichnen wir nun das Partialsystem mit .|,, in welchem nur die- 
jenigen e,e, Elemente mit den entsprechenden Elementen von .| überein- 
stimmen, welche zugleich in dem ;-ten Horizontalabschnitte und in dem 
-ten Vertikalabschnitte sich befinden, während alle anderen gleich Null 
sind, so kann .1 folgendermaßen geschrieben werden: 


0 0 
IN n ur 
(2.) A == P > Bi: As; 


ei Al 


und jenes System kann auch in leicht verständlicher Weise durch die 
o' Partialsysteme so dargestellt werden: 


An An; vo A, 


A, Adzuk; A, 
(2°) be, a ee GR 2 








A 


02) .... 00 


Au 4 





Rn 
RR EDIT nn 














” 5 En = 
ee 


RER EN 
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Diese Darstellung geht in die gewöhnliche | = («,) in dem extremen Falle 
über, daß o=n, daß also a, =, =. -=e, = 1 ist. 


Bei dieser Schreibweise ergeben sich für die elementaren Rechen- 
operationen leicht die folgenden Vorschriften, welche mit den entsprechenden 
für die gewöhnliche Darstellung der Systeme durch ihre Elemente wörtlich 
übereinstimmen: Sind 

A= (A,), Bb= (b,) k=1 0) 


zwei beliebige, dureh ihre o’ Partialsysteme dargestellte Svsteme, so ist 
>”) N bee) . 


aA+bB — - (aA,+bB,) 


ik/ 
Ist ferner U = ((,)= Ab, so entsteht jedes Partialsystem (, des Produktes 
aus den entsprechenden Partialsystemen der Faktoren durch die Kompo- 
sitionsgleichungen: 


wo die Multiplikation der Matrizen .|, und 7, nach der gewöhnlichen 
Kompositionsvorschrift für Matrizen auszuführen ist. Ersetzt man in den 
Systemen .| und 5 alle Partialsysteme außer je einem durch Nullen, so 
ergeben sich für die Multiplikation zweier beliebigen Partialsysteme die 
Gleichungen: 


YaN\ 
(3°.) | ) ’ 
A: B,,; — ( 


Wir können diese Gleichungen in die eine zusammenfassen: 


(3®.) A, B ‚= Ö, ( Ö, 


N ad ’ \ A) | 


und wo das System Ü,, immer das Kompositionsresultat von A, und D,, 
in dem gewöhnlichen Sinne ist, daß die Elemente der Horizontalreihen von 
|, mit den entsprechenden Elementen der Vertikalreihen von 2,, multi- 
pliziert und diese Produkte dann addiert werden. Ist z. B. 7’, ein beliebiges 
Partialsystem, welches keines der o Diagonalsysteme /,, für welches also 
«== b ist, so ist stets 7, = 0, und hieraus folgt 


(3°.) ad-B)yd+Pp)=1:; 


die beiden Systeme 1—/’, und 1-+7, sind also stets reziprok. 
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Wir wollen mitunter die Summe aller dem :-ten Horizontalabschnitte 
zugehörigen Partialsysteme durch A,, und ebenso die Summe aller in dem 


/-ten Vertikalabschnitte auftretenden Partialsysteme durch A,, bezeichnen, 
so daß 


Ay (AA Ar 


| Ay =A at Aat Au 
ist, und endlich bezeichnen wir noch das ganze System A, d. h. die Summe 
aller Horizontalabschnitte oder die Summe aller Vertikalabschnitte durch 
Ay, so daß also 
Au = Aut Ay++Ago 
z lu % Ay mr + Ay 


— 3A. 
4 k 
u Ta 


I 


(#*.) 





ist. Dann kann in der Kompositionsgleichung 


(( u) us: (A, (Bu) 
einfacher 
(D.) C, ZZ Au Bu, 


gesetzt werden, und durch Spezialisierung folgt sofort, daß 
(5*.) Au„Bu, =U,; A, Bu = Cu 
ist; die allgemeine Kompositionsgleichung 


A„B. = 0,-U 


ah ad 


gilt also auch, wenn beliebig viele unter den Indizes a,b,c,d gleich Null 
sind; nur ist dann hinzuzufügen, daß d,. stets den Wert Eins hat, sobald 
auch nur einer der beiden Indices (b,c) gleich Null ist; das rechts stehende 
Partialsystem besitzt stets die Indices «,d, ist aber dann in jedem Falle 
nach der Vorschrift in (3’.) zu berechnen. 


Die von Null verschiedenen Elemente eines Partialsystems A, bilden 
eine Matrix von e, Zeilen und e, Kolonnen; ihr Rang ist also höchstens gleich 
der kleineren unter den beiden Zahlen e, und e,, welche durch (e,, e,) be- 
zeichnet werden möge. Wir nennen E, das dem System A, entsprechende 
Kinheitssystem 
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k 
BE Bi: 
Be ae 
e 0 mn... 0 we 
A 
57, 8..:,0 








dessen Rang gleich (e,, e,) ist; dasselbe enthält auch innerhalb von A, lauter 
Nullen, mit Ausnahme der Elemente, welche sich auf der von links oben 
ausgehenden Diagonale befinden und die gleich Eins sind. 

Die Diagonalsysteme .|,, und somit auch die zugehörigen Einheits- 
systeme Z,. sind quadratisch, und man erkennt leicht, daß stets 


nn 
So» 
x 


ist, daß also ein beliebiges Partialsystem A, durch vordere oder hintere 
Multiplikation mit dem zugehörigen Einheitssystem //, bezw. %,, nicht ge- 
ändert wird. 

Ebenso leicht überzeugt man sich allgemein, daß in den beiden 
Gleichungen 


6°,N 
(6*.) | Ay Ay 


die beiden Systeme A, und 4A,, sehr einfach aus A, bezw. A, erhalten 
werden. 

In der ersten Gleichung geht das Partialsystem A,, dadurch aus 4, 
hervor, daß man diesem (e,—e,) aus Nullen bestehende Vertikalreihen hinzu- 
fügt, falls e,>e, ist, oder daß man in A,, die letzten e,—e, Vertikalreihen 
fortläßt, wenn e,<Ze, ist, und das entsprechende gilt für die beiden Partial- 
systeme A, und A,.. wenn man hier die Horizontalreihen an Stelle der 
Vertikalreihen setzt. 

Sind 4, und 5,, irgend zwei Partialsysteme, von denen das erste 
einen höheren oder den gleichen Rang hat als das zweite, so kann man 
bekanntlich zwei Multiplikationen ?= 3 /’, und @ = F (@, so bestimmen, daß 


PAs%=B 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 2. ls 


d 


_ 
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ist. Ersetzt man aber die Systeme /’ und Q@ durch die Summe ihrer Partial- 
systeme und beachtet, daß dann auf der rechten Seite alle Partialsysteme 
außer 5,, gleich Null sind, so ergibt sich durch Vergleichung die spezielle 
Gleichung 


7.) RE 


Unter der über A, und ,, gemachten Voraussetzung kann man 
also zwei Partialsysteme P., und Q,, so bestimmen, daß die obige Kom- 
positionsgleichung erfüllt ist. 

Es sei speziell /, ein Partialsystem, dessen Rang so groß als 
möglich, nämlich gleich (e,, e,) ist. Dann kann man nach dem soeben be- 


wiesenen Satze zwei solche Multiplikatoren ?, und (@,, finden, dab 


PA, ie 


wird. Unter der hier gemachten Voraussetzung kann man aber auch den 


einen der beiden Multiplikatoren gleich 1 annehmen. Ist nämlich z. B. 
0, —&, also A, vom Range e,, so kann man @, = 1 annehmen, d. h. man 


vo 


— 


kann .|, allein durch Verbindung der Horizontalreihen in das Einheits- 
system Z,, überführen. In der Tat muß ja zunächst in der ersten Kolonne 
/, mindestens ein von Null verschiedenes Element auftreten, da anderenfalls 
/\,, von niedrigerem als dem e,-ten Range wäre. Dieses Element bringen wir 
dureh Zerlenvertauschungen an die erste Stelle, machen es durch Division dieser 
Zeile durch eine Konstante zu Eins und machen hierauf alle Elemente der 
ersten Kolonne außer dem ersten zu Null. Betrachten wir nun alle Ele- 
mente der zweiten Vertikalreihe V;,, außer dem ersten, so muß auch unter 
diesen ein von Null verschiedenes sein, da sonst alle Determinanten der 
e‚ten Ordnung von A, Null wären. Bringen wir dieses an die zweite 
Stelle der zweiten Vertikalreihe und machen es dann zu Eins, so können 
wir genau wie vorher alle unter ihm stehenden Elemente. aber auch das 
eine darüber stehende Element von V;, zu Null machen, und in derselben 
Weise so lange fortfahren, bis A, in Z&, übergegangen ist. Unter der hier 
gemachten Voraussetzung besteht also stets eine Gleichung 


\ 8.) P A, — E,. 


Wir wollen nun diese wenigen Sätze aus der T'heorie der Partialsysteme 
zur Transformation des Körpers A (1. .\) in den äquivalenten reduzierten 
Körper benutzen, 
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$ 4. 
Wir wollen nun mit Hilfe von sukzessiven kontragredienten Kle- 
mentartransformationen ein System .| auf eine reduzierte Form bringen. 
Die einfachsten Kompositionssysteme sind die sog. Vertauschungs- 
systeme /*”, welche aus dem Einheitssysteme durch Vertauschung der 
beiden Zeilen //, und //, oder, was offenbar dasselbe ist, der Kolonnen 
Y, und V, hervorgeht. So ist z. B. 








BEWE:. V 
A - 
hd WITH BORBRT 
000... 1] 
Da offenbar 
(PeAy —1 


ist, SO ist 
[P® ”r = pP" ) 


und durch die kontragrediente "Transformation 
pw) 4 pw #) 


seht .| in ein äquivalentes System .| über, welches aus .| durch simultane 


Vertauschung von //, und Fl, einerseits und V, und V’, andererseits her- 


vorgeht. 

Ein System 4 geht also in ein äquivalentes über, wenn man in 
ihm beliebig viele Kolonnenvertauschungen und zugleich die ent- 
sprechenden Zeilenvertauschungen vornimmt. 

Es sei nun das vorgelegte System »-ter Ordnung .| vom Range n,, 
so kann man durch geeignete Kolonnenvertauschungen unter g 
Ausführung derselben Zeilenvertauschungen erreichen, daß in dem neuen 
äquivalenten Systeme das aus den n, letzten Vertikalreihen gebildete Par- 
tialsystem denselben Rang », hat, daß also mindestens eine seiner Deter- 
minanten n,-ter Ordnung von Null verschieden ist. Wir können und wollen 
daher gleich voraussetzen, daß 4 selbst bereits diese Eigenschaft habe. 


leichzeitiger 


Wir sondern dann von diesem System .| einen ersten Vertikal- 
streifen A, und einen ersten Horizontalstreifen .|,, ab, welehe bezw. aus 
den n—n, ersten Kolonnen und den »—n, ersten Zeilen bestehen, so daß 


18* 
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Aue, Vai. Kap) 
ur; 


n_-n; 


ist. Dann besitzen also die beiden Systeme | und J— J,, gleichen Kang 
,, d.h. es besteht die Gleichung 


4.) [A] = [A-A,]. 


Wir bezeichnen nun das nach Weglassung der n—n, ersten Zeilen 
und Kolonnen übrig bleibende Partialsystem »,-ter Ordnung von .| durch 
1" und behandeln dasselbe genau ebenso, wie soeben das ganze System 
A. Es besitze also AU” den Rang n,; dann ist ,<.n, oder n, = n,. Ist 
das Letztere der Fall, so ist unser Verfahren abgeschlossen. Ist da- 
gegen »,<Zn,, so können wir wieder durch simultane Zeilen- und Kolonnen- 
vertauschungen der r, letzten Zeilen und Kolonnen von A erreichen, daß das 
aus den letzten », Kolonnen gebildete Partialsystem von .1"'” genau vom 
Range », ist. Wir sondern alsdann von dem ganzen System ‚| einen 
zweiten Vertikalstreifen |, und einen zweiten Horizontalstreifen .l,, ab, 
welche bezw. aus den »,— 2, folgenden Kolonnen und Zeilen besteht, so 
daß also 

An, =(V E 


n-n,+17 


(Hui, 139 99 En) 


( 


Ay 


ist. Dann besitzen also die beiden Systeme 4" und 4" — 5 denselben 
Rang n,, d.h. es besteht die Gleichung 


(1°) [AD] = [AD 40V 


1) 


welehe sich von (1.) nur dadurch unterscheidet, daß an die Stelle des 
Systemes „-ter Ordnung .| das Partialsystem n,-ter Ordnung AU” getreten ist. 

Bezeichnen wir nun das aus .|®’ durch Weglassung seiner n,—n, 
ersten Zeilen und Kolonnen entstehende Partialsystem »,-ter Ordnung durch 
1°, formen dieses wieder so um, dab 


(1%) [489] = [A AQ® 


ist, und fahren in derselben Weise fort, so gelangen wir zuletzt zu einem 
quadratischen Partialsystem .1*® von n, Elementen, welches genau vom 
,„ Ist; es kann aber auch », = 0 sein. Alsdann bestehen für diese 
Systeme die Gleichungen 


Range 





Te 
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(1°.) [ A» 9] == (AU? — AY2,]. (i V,1,..,0) 
Ich zeige jetzt weiter, daß man das System .| sukzessive kontragredient so 
transformieren kann, daß an die Stelle der obigen Gleichungen für den 
Rang jener Partialsysteme die entsprechenden Gleichungen 

(1°.) Am — AM _ A, 
für die Systeme selbst, oder, was dasselbe ist, die Gleichungen 

(1°.) Ar ad 
treten. Da alle jene Gleichungen in genau derselben Weise gebildet sind, 
so genügt es, jenen Beweis für das System .| selbst zu führen, d.h. zu 


zeigen, dab man, falls 
IA]l=[4A-—A,] 


ist, ein System ( so finden kann, daß für das transformierte System 

A= WTAQ 

A= A—A, oder A, = 0 

ist. Dieser Beweis ist nun sehr leicht zu führen. Besitzen nämlich A und 
A— A, gleichen Rang, so kann man zwei Multiplikatoren / und @ so 
finden, daß 

PAQ= A-A, 
ist. Multipliziert man diese Gleichung aber vorn mit 

— Gr P 
so ergibt sich nach (5".) auf Seite 132 

r ra u AQ — Sw(4— Ay) ._ Du (Ay + Aoo) 


un Au + + Av. 
ns 


wenn Sw 4; = Au, gesetzt wird; es ist also in der Tat A,, = 0, und damit 
ist unsere Behauptung bewiesen. 

Wir bezeichnen jetzt die o° Partialsysteme, in welche .| durch die oben 
angegebenen go Horizontal- und die o Vertikalabschnitte zerlegt wird, wieder 
durch A,. Dann folgt aus der soeben bewiesenen Gleichung A,, = 0, dab 


A, = A„=+ = A, =V) 
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In derselben Weise können wir nun dureh eine weitere Transformation er- 
reichen, daß außerdem 


; 
| 


A, 4 + BR < 5 A, = 


ist u.s. w. DBezeichnen wir also das durch diese sukzessiven Transfor- 
mationen sich ergebende System wieder durch A, so ergibt sich der Satz: 

Jedes System kann durch kontragrediente "Transformation auf 

die Form 

0, An, As, .; A,, 
0,0 Aue reden 
(2.) A= 
DB 0.» - A, 


U 








v0 
oder in anderer Weise geschrieben auf die Form 


(2°) A u =; A,s+ A 


gebracht werden, wo |A,| 20 ist; es sei denn, dab A, =) ist, dab 
jenes letzte Partialsystem also identisch verschwindet. 


Zur weiteren Vereinfachung des obigen Systemes (2.) fassen wir jetzt 
seine (o—1) ersten Horizontal- und Vertikalstreifen in einen Streifen zu- 
sammen; dann können wir dasselbe einfach so schreiben: 


A, A. 

(1.) De, 
0, Ar’ | 
wüu | 
Ä | 
0, A,., Au, A j 

b 0 ( 4 |, .... m D e 
(1*.) U Ei any u P> Aus: 
. a Bel 
0 00 0 








Wr. ne A,.+ ug + A, -1,09 U. — As 


und wo entweder ',|=0 oder W,, = 0 ist. Dann erkennt man sofort, dab 
für die Komposition von zwei solchen Systemen die Gleichung gilt 


7 Ar, Ara\ (Bir, Bi: Aı Bir. Arı Bir + Aı2 Bo 
(2.) at 


0, Ba VÖ, Ar Br 











Hensel, Theorie der Körper von Matrizen. 139 


und hieraus folgt leicht, daß für eine beliebige -te Potenz von / die 
Gleichung besteht: 


a Be &, A. et A 19 Ar) 
(2°) = (=) 


wo Wi ein Partialsystem bedeutet, welches für jeden Exponenten » leicht 
gebildet werden kann; so ist z. B. für r = 2 


(2”.) Al, — A, A: + AU. DE . 
Ich bemerke gleich, daß, sobald » — eo ist, 
(2°.) A, = 0 


sein muß. In der Tat ist ja: 


A: vn (A,a+A, + Ag+ + A, 0 )' 
= ZA, As, Ay... A 


6 £ 


ist, wo sich die Summation auf alle Produkte dieser Art von je ” Faktoren 
erstreckt, für welche 
a<B<y.- <e<b 


ist, und wo alle jene Indices Zahlen der Reihe 1,2,...,e—1 sind. Ist aber 
">0-—1, so gibt es kein solches Produkt; jene Potenz ist dann also gleich 
Null. 

In unserem normalen Fundamentalsystem (19.) auf S. 127 treten nun 
allein solche Systeme auf, für welche entweder 


A=A oder A = 0 

Es sei zuerst A = A: 
dann zeigt man leicht, daß in (1.) Y,, = 0 sein muß; denn für ein genügend 
großes r folgt ja dann aus (2°) und (2°) die Gleichung: 


Ar _ (9 ar) u (A A:\ _ ' 
0,4, 0, 4. Kö 


ist, nämlich die Systeme A“ und die Systeme A,. 


Also ergibt sich in der Tat 
Au=0, %n = An. 


Ist speziell, wie bei unseren Systemen auf S. 127 schon A’ = A, so muß W,, 
gleich dem zugehörigen Einheitssysteme &,, sein; denn aus der Gleichung 


I, — W,, — As, (N, — &;,) 0 
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folgt, falls As = 0 ist, also wie oben bewiesen wurde, auch | (| nieht Null 
ist, daß A, = &, sein muß. Wäre aber auch VA, = 0, so würde aus der 
Gleichung A’ = A wegen (2".) auch A, = 0, also gegen unsere Annahme 
A=0 sich ergeben. 

Wir können also den folgenden Satz aussprechen: 

Jedes System, welches der Gleichung 4’ = A genügt, ist äqui- 
valent einem defekten Einheitssystem von gleichem Range. 
Es sei jetzt zweitens A = 0. Dann folgt für ro 


0,4, 


A’ = (vw) - 0), 


d.h. es ist WA. = 0, und hieraus folgt, daß A, = 0 sein muß, da sonst 
n. d. V. |,|-20 wäre, und somit nicht eine Potenz von %,, verschwinden 
könnte. Es gilt also hier der Satz: 
Jedes System, von dem eine Potenz verschwindet, ist äquivalent 
einem System von der Form: 





BA... A, 
"a N 

: 22’ 
6 Oi A) 
en 





welches also nur oberhalb der Diagonale von Null verschiedene Partial- 
systeme enthält; auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig, wie in 
(2°.) bewiesen wurde. 


$ 6. 


Wir benutzen nun zunächst das erste der beiden im vorigen Ab- 
sechnitte hergeleiteten Resultate, um die A Systeme 


AU) A 0) 
AD, Am ..., At 


simultan in A defekte Einheitssysteme kongruent zu transformieren. 

ls sei zuerst Al” vom Range u,. Dann kann man AY” durch kon- 
eruente Transformation in ein defektes Einheitssystem #, von gleichem 
ange transformieren, und durch Reihenvertauschungen seine u, Elemente 1 
an die «, ersten Stellen bringen. Wir denken uns diese Transformation 
von A(1,.4) von vornherein ausgeführt, und wir denken uns jedes System 





2 

Mi 
X s 
RR; 
BE 
= 
3 
: 
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B des Körpers so in vier Partialsysteme 

(Bus u 

Ba}, Baa 
zerlegt, daß 5,, aus den u, ersten Zeilen und Kolonnen besteht; dann ist 


0 I) 
A, = Eu: 


Es sei nun erstens A irgend eines der d, Elemente der lteihe 
A’, Ay,..., Al , und es sei 
A ©“ / Au, Aı2 
As, Az 


dann folgt aus dem Bestehen der im $ 1 bewiesenen Gleichung: 
7 ] 
E,„Abı=4, 


daß A, = A, = Aa = 0, daß also A= A, ist. 
Es sei jetzt zweitens A irgend eines der nicht zur ersten Reihe g« 


st 
.. A k > - 
hörigen Elemente A, des normalen Fundamentalsystemes (19.) auf 8. 127, 
dann bestehen für dieses die Gleichungen 


AA=AA 


\ 


oder ausgeschrieben: 


en N) Au, An) “= (Aus a = 6. 


A 21 A» 


(Au: u er = & er 2 0, 


Ay, Az la, O0 
eb, as ik A, = A, = Au=0, also 
| oo a 
ls gilt also der Satz: 
Ist 
0 d—1 
= A, I, 
0 41 
As A, . 1, 
0 ut 
A,, A,, e A, 


das normale Fundamentalsystem für den Körper Ä(1, A), und trans- 
0 . ' 
formiert man A, kongruent in das defekte Einheitssystem Z,, vom 
Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 2. 19 
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gleichen Range, so gehen durch diese Transformation die Systeme der 
ersten heihe in Partialsysteme A,,, die Systeme aller übrigen Reihen 
in Partialsysteme A, über. 

Ist nun A, vom Range «w,, so kann man dieses System, ohne das 
bisher erlangte Resultat zu ändern, in das äquivalente defekte Einheits- 
system vom Range u, transformieren, dessen Diagonalelemente sich an die- 
Jenigen von Z,, unmittelbar anschließen; ich bezeichne dieses jetzt durch 
li; dann gehen die Elemente der zweiten Reihe von selbst in entsprechende 
Partialsysteme A,, über, während die Systeme A; der folgenden A—2 Reihen 
mit /,, und Z, weder eine Zeile, noch eine Kolonne gemeinsam haben. 
Fährt man in derselben Weise fort, so ergibt sich, daß man die Ah Systeme 
Ayy..., A, simultan in 4 defekte Einheitssysteme 


En; E,, . Ey 


u 


transformieren kann, welche kein Element gemeinsam haben, und daß durch 


. u . 5 2 d;—1 5 . 
diese Transformation von selbst die Systeme A, A; ... A;" in Partialsysteme 


.. ® h I . u 
A,, übergehen, so daß also zwei solche Systeme A, und A, keine Zeile und 
keine Kolonne gemeinsam haben. Aus der Gleichung 


y 


EntE2a++Eu=]1 
folgt endlich die Gleichung 
1) [A] +[A++[A = n. 


Jeder Körper X(1, A) ist also äquivalent einem anderen, in 
welchem die Elemente 


(2.) A; Bi. Fi 
und 
(24) TE 


zweier Reihen der Normalbasis verschiedenen Partialsystemen angehören. 
Wir können und wollen daher von jetzt an den Körper A(1, A) so 
vewählt voraussetzen. 

Da sich somit die weitere Transformation einer solchen Reihe (2.) ganz 
unabhängig von den übrigen ausführen läßt, so kann ich, ohne die Allge- 
meinheit dadurch zu beschränken, jetzt annehmen, daß der Körper A(1, A) 
nur ein einreihiges Fundamentalsystem besitzt. 
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3 


Es sei also jetzt Ä ein quadratisches System n-ter Ordnung, welches 
der zugehörigen Gleichung niedrigsten Grades 


(1.) A=0 
genügt. Dann besitzt der Körper A (1, A) das Fundamentalsystem: 
ER AT 


Wir denken uns jetzt nach der im $ 4 angegebenen Methode 
a priori kongruent so transformiert, dab 


). An, As ....; A, 


’ - [2 
“ 


N), 0, Ay. Az 
(2.) ai 
Ar A 


0,0, 0,.., 0 








ist; denn aus der Gleichung (1.) folgt ja, daß A, = 0 sein muß. Es be- 
stehe wieder allgemein A, aus e, Zeilen und e, Kolonnen, d, h. es enthalte 
der erste, zweite, ... g-te Horizontal- bezw. Vertikalstreifen bezw. e,, 6, ..., €, 
Reihen. 


Setzen wir wieder allgemein: 


ETOEETE FAEEETEINE | 


2) wu: WG An Aa 


Bi: & 0, 0 








so war der Rang dieses Partialsystemes nach (1°) auf S. 137 


8), [AM] [10-4 )= antant te, 
so daß also der Rang von A selbst durch die Gleichung 
(3*.) (dj=etast te, 


gegeben ist. Jede Determinante der (e,-+--+ e,)-ten Ordnung des Systemes 
A in (2.) kann aber nach dem Laplaceschen Determinantensatze als eine 
Summe von Produkten 

D. D,.... 


| Q* 
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dargestellt werden, deren erster Faktor jedesmal eine Determinante von A,,, 
während der zweite eine Determinante (e+:--+e,)-ter Ordnung des kom- 
plementären Systemes ist, welches aus den (&++--+e,) letzten Vertikal- 
reihen besteht. Da aber in A mindestens eine Determinante (&+ + e,)-ter 
Ordnung nicht verschwindet, so muß mindestens eine Determinante e,-ter 
Ordnung D, von A, von Null verschieden sein; d. h. das Partialsystem A,, 
ist genau vom Range e,. Ganz ebenso beweist man, daß die in der ersten 
Diagonalreihe von A stehenden Partialsysteme 


An, An, .... er 
bzw. genau vom Range 


635 63, .... €o 


sind. Ist aber das System A, von e, Zeilen und e, Kolonnen genau vom 
Range e,, so muß offenbar e, — e, sein; und dureh die entsprechenden Über- 
legungen für A,,... erhält man die fundamentalen Ungleichungen 


(4.) ee 


ee 


Wir wollen nun eine kongruente Transformation angeben, durch 
welche das System A in die einfachere Form 


ET Se 
0,0, Ay... 0 


. . Ant+A3+ +4, _,. 
EN 


0.0.0, 0 


0o—1,o 








transformiert wird. Wir verfahren hierbei sukzessive, indem wir der Reihe 
nach die Systeme A“? in (2°) von hinten anfangend auf die Form 
A Anı,aat Aura, +" +Ao-1,e 

bringen. Wir nehmen also an, jene Reduktion sei bereits für AU gemacht, 
und beweisen, daß sie auch für das nächsthöhere System AU‘ ausgeführt 
werden kann. Da das kleinste System 

Ate-3 e-9 dm ( A,-1,0 

0, 0 

schon von selbst diese reduzierte Form hat, so ist damit dann der verlangte 
3eweis vollständig erbracht. Da alle jene Systeme A“ durchaus gleich- 





u ee 
RER EN RER 7. N 0 




















a RE 
= 2 . 
a ER ee “ 
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artig gebildet sind, so führen wir jenen Beweis gleich für das vorgelegte 
System A selber, unter der Voraussetzung, daß jene Reduktion für das 
nächste System A” bereits ausgeführt sei; d.h. wir führen jenen Beweis 
für ein System: 

0, Al; Ar; As, .. 
0.7148, '..,0 


(9.) = 0,0, v, Ay... 0 


Br 


u” 


66. 0:0, 0 








Es sei nun von den Systemen der ersten Zeile A, ,,, das letzte von Null 
verschiedene, so daß also: 


| A = Aa+A;3 + "+ As 


| usb A, 


(8*.) 


ist, so zeige ich jetzt, daß man ein Partialsystem /,, so bestimmen kann, 
daß durch die kontragrediente "Transformation 


(1—-P,)A(l+P,)) 
A in ein System derselben Art übergeht, in dem nur das Element A4,,,, 


sleich Null geworden ist. Ist dieser Beweis geführt, so kann man durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens der Reihe nach alle Elemente 


Air A,;, sun; A; 
zu Null machen, und so unseren Satz beweisen. Nun ist aber: 


Ad-PJ)AU+B)=(-P)A= A-P,A 


{,i+19 


weil A keinen zweiten Index 1 enthält; wir brauchen also P,, nur so zu 
bestimmen, dab 


Pr Ayusı u. Bine 


wird. Diese Gleichung ist aber stets lösbar. Da nämlich, wie oben be- 
wiesen, A; ,;,, genau vom Range e;,,,, also äquivalent Z, ;,, ist, so kann 
man nach (8.) auf S. 134 zuerst ein solches System Zt, finden, daß 


R. A; ui = I E 


u 
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ist. Hierauf kann man, nach den zu (6°.) auf S. 133 gemachten Bemer- 
kungen, ein System S,,; finden, für welches: 


Su; Ein u A, sr 
ist; dann folgt aus den beiden letzten Gleichungen, daß für: 
P. “u Su; R, 
in der Tat 
Pu A; in — S; BR, A, Ai 
ist; und damit ist unsere Behauptung vollständig bewiesen, 
Endlich können wir noch das System 


A . A. + Ay + Pr 2: A,-ı, [Ü 
in das entsprechende Einheitssystem: 


En+Ea+-+E 


o—1,o° 


transformieren. Sind nämlich 


, o—1,0—1 


o—1 geeignet gewählte Partialsysteme mit nicht verschwindenden Partial- 
determinanten und 
BR | 1 —1 
Pu» Pr rn Kant; 0-1 
die reziproken Partialsysteme, so sind die beiden Systeme: 
Fa + P, + ar + f -1, 0—1 + Ei 
und 


Pr +Pa ++ Pouoıt Er 
offenbar reziprok, weil ihr Produkt gleich 
EutE2a++£,=]1 
ist. Dann kann man aber jene Partialsysteme leicht so bestimmen, daß: 
(Pit + Pont Be) Ant + A, (Pr ++ Pont Bao) 
= ErtkEa+ "+ &Bom,o 


wird. Führt man nämlich jene Multiplikation aus und läßt alle verschwin- 
denden Produkte fort, so bleiben nur die folgenden Gleichungen übrig: 














EEE 





N NER 





3 
RR 
= 
2 
| 
5 
N 
Ei 
8 
; 
\ 
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> es 1 

Pa A,» Pi un En; 

) 1 N, 

Pan An Eu Ey; 

> 2. y' 
Bi u... 


P A =E 


— .— 4 — - . 
o—1,0—1 0o—1,0 0o—1,0 


Aus der letzten Gleichung bestimmt sich nach (8.) auf S. 13: 
1,01, und zwar so, daß |P,_,,,-.|0 ist. Aus der vorletzten Gleichung 
ergibt sich dann /P,_, ,. u. 8. w.; unsere Behauptung ist somit vollständig 
bewiesen. 

In dem transformierten Körper, den wir jetzt wieder mit A(1, A) be- 
zeichnen wollen, ist also das Element A, und außerdem, wie man leicht 
sieht, seine Potenzen folgendermaßen dargestellt: 


l = Entkatkbst+E,; 
A => E2a+Ea++E-1,.; 
E = LE + +5,_: 0) 
(6.) | 13 Be 
Are! == Eier 
Mm 0), 





weil z. B. 


A = (E2+Es+ "+ E,1,0) = Er Ent En Eut+ 
um Es+Ea+Es+t" +... 
ist u. 8. w. 
Hieraus folgt zunächst, daß d= eo, dab also die zu ./l gehörige 
Gleichung diese ist: 
A=(, 


weil A® die niedrigste Potenz von A ist, welche verschwindet. 

Zweitens erkennt man sofort, daß die Zahlen e,,e,,...,e, Invarianten 
des Körpers X(1, A) sind, daß man also bei einer anderen Art der 'Trans- 
formation nicht etwa zu einem reduzierten Fundamentalsystem gelangen 
kann, bei welchem jene Zahlen e, andere Zahlenwerte haben. Geht man 
nämlich in den Gleichungen (6.) auf beiden Seiten zum Range über, so 
ergeben sich die Relationen: 
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1) =ato+a+.+0,=n 


A = Bt+tB+--+e, 
[A] = at te, 
[A? u = Cor 
d.h. es ist 
e = [1] -[4] 
(6) | = [4-14 





e, = [A]. 
Da aber durch eine beliebige kongruente Transformation der Rang der 
Potenzen von A nicht geändert wird, so ist der Beweis für die Invarianz 
der ganzen Zahlen e, erbracht. 

Ist allgemein A ein beliebiges System, und sind 


. —1 
Ar, A,, A}, ..., AF G=1,2,..%) 


die v Elemente der Normalbasis für den zugehörigen Körper A(1, A), so 
sind die zugehörigen charakteristischen Zahlen: 


URS UER Deere, 


si 


durch die Gleichungen 


h. % 
| 


= [4] [4] 
(6% e®=[4) [A] 


| e® = [AR] [Ay] = [Ag] 
als Invarianten von Ä(1, A) bestimmt. 

Mit Hülfe dieser Zahlen können wir nun auch die Determinante des 
Systemes (r— A) so zerlegen, daß die Invarianten e‘’ unmittelbar in Evidenz 
gesetzt werden. Aus der auf S. 124 unten angegebenen Darstellung 





h 
A= z (r,A?+ A,) 
ergibt sich nämlich die Gleichung 


r—A=((r—r) HK -A)+er RA) + 
+((r—r,) A—A,). 




















Hensel, Theorie der Körper von Matrizen. 149 


Denkt man sich nun von vornherein das System /| kontragredient auf die 


reduzierte Form transformiert, wodurch die obige Gleichung ja nicht ge- 
ändert wird, so werden die Systeme A} defekte Einheitssysteme vom Range 


++. te), 
und man erkennt leicht, daß man für |"— A| die folgende Darstellung erhält: 


’ dr. re) 
| — A| = Ir ri +"t%, 


(5.) h 0; ‚ 
—— FR ‘ei’ 
= IL (9 I,)kıe 


— 





‚ welche sowohl die Wurzeln 
?y... 7, der zugehörigen Gleichung, als auch die ihnen zugehörigen charak- 
teristischen Zahlen e{? in Evidenz treten läßt, will ich die charakteristische 


Diese Zerlegung der Determinante | — A 





Zerlegung jener Determinante nennen; die Linearfaktoren für dieselbe be- 
stimmen sich als die von einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
r— A| = 0, während die einzelnen Exponenten e;? nach (4°.) durch die Rang- 
zahlen der Systeme der Normalbasis von A(1, A) eindeutig bestimmt sind. 

Zwei Gattungsbereiche A(1, A) und X(1, 5) sind dann und nur dann 
äquivalent, wenn die charakteristische Zerlegung der beiden Determinanten 


r— A 








und |r— | entsprechende Faktoren gleichen Grades ergibt. Sind 
nämlich: 
. (i 
r-Al= NN (r—r,)% 
ii u 


s-B]| = II -s)% 


jene beiden Zerlegungen, so gehören zu jedem zugeordneten Paar von Linear- 
faktoren 7— 7, und s—s; Fundamentalsysteme 


o0;—1l — 1 
A Ay. AT", 2° B,,... Be, EN 


deren Elemente gleichen Rang haben, welche somit simultan kontragredient 
ineinander transformiert werden können, Und da umgekehrt jene Bedingung 
auch offenbar notwendig ist, so ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 


S 8. 
Wir wollen zunächst untersuchen, in welchem Zusammenhange die 
charakteristische Zerlegung von |r— .4| mit den Elementarteilern dieses 
Systemes steht. Da weder jene Zerlegung, noch auch die Elementarteiler 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft ?. I) 
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von r— A durch eine kontragrediente Transformation geändert werden, so 
können wir für den Körper A(1,4A) gleich den zugehörigen reduzierten 
Körper wählen. Da ferner für ein in Partialsysteme zerlegbares System die 
Elementarteiler gleich dem Produkte der entsprechenden Elementarteiler 
von den einzelnen Partialsystemen sind, so können wir uns auf den Fall 
beschränken, daß das zu untersuchende System »-ter Ordnung der einfachen 
Gleichung 
(1.) A’ = 0 
genügt, und die Form hat: 


A= En+tEs+ "+ E,-,: 
Wir haben dann die Elementarteiler des Systemes 


r-A=r (E,. Fer E)-(Ert u + &,-1,0) 


zu untersuchen, dessen charakteristische Zerlegung also gleich: 


fZ 


|" — A| rt 
ist. 
Für dieses System können nun die Elementarteiler sehr leicht dadurch 
berechnet werden, daß man das System ("— A) in ein Diagonalsystem trans- 
formiert, dessen Diagonalelemente Potenzen 


‚dı 
’ 


‚d. n ‚d 


7 ? yerıy] n 


von ” sind, deren Exponenten d,,d,,...,d, ihrer Größe nach auf einander 
folgen. Dann sind diese Potenzen von r die gesuchten Elementarteiler des 
Systemes (r—A). 

Diese Transformation ergibt sich nun leicht mit Hülfe der folgenden 
einfachen Bemerkung: Wir betrachten ein Partialsystem: 


e, 2) 
lv 1,279, 
a | —1 


e, | 





y' Eu+ pi En— E. =— | 
e, 


| rk 











wo die freigelassenen Stellen durch Nullen auszufüllen sind; addieren wir 
hier zuerst die e, mit »* multiplizierten ersten Zeilen zu den e, letzten, und 





DENKE 
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addieren wir hierauf die e, mit »’ multiplizierten letzten Kolonnen zu den 

| e, ersten, so fallen in der Diagonalreihe die e, ersten Elemente »* und die 
e, letzten Elemente »* fort, während in dem Partialsystem A,, noch die e, 
Diagonalelemente »'** hinzutreten. Vertauschen wir also noch die e, ersten 
Kolonnen bzw. mit den negativ genommenen e, letzten, so ergibt sich, dab 
das obige System äquivalent ist dem folgenden Diagonalsysteme: 





1 


ri+rk 


ri +k 











Zur Abkürzung setzen wir das aus den e, ersten Elementen Eins 
von E,, bestehende Einheitssystem gleich &,,, und bezeichnen das aus den 
(e,—6) übrig bleibenden letzten Elementen von Z,, bestehende Einheits- 
system durch &,. Dann kann jene Äquivalenz einfacher folgendermaßen 
geschrieben werden: 


y 


" Eut „" E2— En E,tr Eı+r* En. 


Transformieren wir nun in derselben Weise sukzessive das System 7— .l, 
und beachten dabei, daß durch jede folgende Transformation das Resultat 
der früheren nicht zerstört wird, so ergeben sich die Äquivalenzen: 


" Eutrba- En, E,+tr +?“ E. 
"" Ea+r Ey Eye E,+r"&a2+r’Ly. 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man also zuletzt die Äquivalenz: 
r— A eo &,+6&:;, + BR + &,_ı, o—1 + r&.+ " + BY. + "E,,; 


und hier sind die Einheitssysteme 


&,,; &,,, "r. &,_,,.- und &; En: —e.. G, Io 1 C,, 
bzw. vom Range 
s Ery @zyeeny 7° und ey —ery ey —ezyer: eo-ı 69,6,» 


Man erkennt so, daß die Anzahl der Elementarteiler: 














Hensel, Theorie der Körper von Matrizen. 


l gleichn-—e = ++" +e, 


» „ e 6 
.ö „ €, — 63 
o—1 ‚ 
/ . er eo- 1 6, 
y? e 


ist. 
Setzen wir also allgemein: 
n=et4 = 4, == et&% 
so dab: 
6, - € + En + e;— + e;+1 + Pr y 79 
ist, und bezeichnen wir durch d, den 4-ten Elementarteiler des Systemes 
r— 4, so ergibt sich: 


ih sd =d=s] 
Ban == 0.0. zum d- = 2? 
da; — 0. == d- zu. y° 
d- +1 — ++ nl d, _—— 1”, 


Hieraus folgt endlich, daß die charakteristische Zerlegung von 
D, = |r— | des Systemes r— A die folgende Darstellung der sämtlichen 
Determinantenteiler D,, D,_ı,... liefert: 


D. = MM MM ,„.re 
Dee. ee 


D . = ya 4 ya! ... 


mit der Maßgabe, daß für D,_, das rechts stehende Produkt nur soweit zu 
erstrecken ist, als die betreffenden Exponenten nicht negativ werden. Man 
erkennt so, daß die Elementarteiler und auch die Determinantenteiler des 
Systemes -— A durch die charakteristische Zerlegung der Determinante |r— A 
in höchst einfacher Weise bestimmt sind, und umgekehrt. 

Genau ebenso übersichtlich gestaltet sich die Untersuchung der Deter- 
minantenteiler von »— A in dem allgemeinsten Falle, daß die zu A gehörige 























a 


re 


SEN ee 
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Funktion /(r) mehrere verschiedene Linearfaktoren besitzt, dab also das 
zugehörige Fundamentalsystem 


aus mehreren verschiedenen Reihen besteht. Ist nämlich allgemein die 
charakteristische Zerlegung von D, = |r— A| 
\.0) 
D, = IH II(r—r,)%* , 
! k 
so ergibt sich aus den soeben durchgeführten Überlegungen für den s-ten 
Determinantenteiler die elegante Darstellung: 


) 


Nn—S 


ei 
D = III (r—1,)% 


wo das Produkt wieder nur über die Potenzen zu erstrecken ist, deren 
Exponenten positiv sind. 


Wir wollen die obige Zerlegung von /),_, die charakteristische Zer- 


legung dieses Determinantenteilers nennen. Dann ergibt sich die folgende 
einfache Vorschrift für die Bildung der einzelnen Determinantenteiler. 
Der s-te Determinantenteiler von (r— A) ist das Produkt der s-ten 


Ableitungen aller Faktoren von D, in der charakteristischen Zerlegung. 


$ 9. 

Mit Hülfe der bis jetzt erlangten Resultate soll nun ein vollständiges 
System linear unabhängiger Matrizen D aufgestellt werden, welche mit einer 
segebenen Matrix A vertauschbar sind. 

Ist 5 mit A vertauschbar, ist also JA= AB, so ist offenbar auch 
jede rationale Funktion von 5 mit jeder rationalen Funktion von .| ver- 
tauschbar; dann sind also je zwei Elemente der beiden Körper A(1, 5) und 
K (1, A) vertauschbar. Zwei solche Körper sollen daher vertauschbare 
Körper genannt werden. 


Transformiert man ferner alle Elemente von A(1, 5) und A(l, 4) 
kontragredient durch dasselbe System /, setzt man also: 


B=P"BP, A= P"AP, 
so sind A(1,2) und Al, A) offenbar ebenfalls vertauschbar und umgekehrt. 
Wir können und wollen daher, ohne die Allgemeinheit zu verringern, vor- 
aussetzen, daß der Körper A(1. A) von vorn herein kontragredient auf seine 
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reduzierte Form transformiert ist- Wäre das nämlich nicht der Fall, und 
wäre A(1,.4) der zu A(1, A) äquivalente reduzierte Bereich, so daß also 


K(1,4) = P"'K(1,A)P 
ist; bilden ferner 


B, Bay... B 


0 


ein vollständiges System linear unabhängiger mit A (1, A) vertauschbarer 
Systeme, so sind” offenbar 


a TEE u 


ein vollständiges System linear unabhängiger mit A (1, .1) vertauschbarer 
Matrizen. Da wir ferner das Transformationssystem ? wirklich zu finden 
imstande sind, so ist dann unsere Aufgabe vollständig gelöst. 

Es sei nun 
}. AR ROERRENE junge 
Asa Ag: 


(1) 2. 


0 I, —1 
| Aky Any... Ad 





ein normales Fundamentalsystem für den Körper Ä(1, A), so ist 5 dann 
und nur dann mit X(1, A) vertauschbar, wenn diese Matrix mit den Systemen 


(2.) A1,A2,.. A, 
und mit 
(2°.) A,, Ayısia As 


vertauschbar ist; denn dann ist ja 3 auch mit allen Elementen von (1.), also 
auch mit jeder homogenen linearen Funktion dieser Systeme vertauschbar. 
Es sei nun 


A, — &,, 


das erste der defekten Einheitssysteme (2.), und wir setzen für den Augen- 
blick die Summe aller übrigen gleich &,, so daß 

GE, a A+. 3t..+/ h vn 1-6, 
ist. Schreiben wir dann entsprechend das zu untersuchende System 3 in 
der Form 


Bu, Bı 
B= (gg) 














—— 2 


a N Re 
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so geht die Gleichung AA} = A} B über in: 
(a N 9) Pan Be 
Bar, Ba 0, 07 °X0, 0/ Ba, Br/ 


und aus ihr folgt 


&,, a = (), DB, &,, . 0, 


d.h. es muß nach 8. 133 (6.) Ba = B., = 0, also 


B > en V ) 
(4 VÖ, Ba 


sein. Durch analoges Weiterschließen ergibt sich so das Resultat: 


Ein System 3 ist nur dann mit dem reduzierten Körper A(1, A) 


vertauschbar, wenn 
A 
Bi Bi Od 


nd 
wu 
l 








Ba 


ist, wenn also 5 in derselben Weise wie A in Partialsysteme zerfällt. 


Ist dies der Fall, so ist 3 offenbar mit den A zugehörigen defekteri 


Einheitssystemen 
A2=E, ( 


in (2.) vertauschbar, und es ist jetzt nur noch weiter zu untersuchen, wie 
die einzelnen Partialsysteme B,, von 5 beschaffen sein müssen, damit diese 


noch mit den Systemen A, in (2°.) vertauschbar sind. 


Da diese letzte Untersuchung aber für jedes von diesen Partial- 
systemen D,, getrennt verläuft, so können wir uns jetzt auf den Fall be- 
schränken, daß h = 1, daß also die zu A gehörige Funktion nur die Potenz 


eines einzigen Linearfaktors ist. 


8 10. 
Es sei also 


(1.) f(A)=4'=0 
die zu dem Systeme A gehörige Gleichung, und daher 


(2.) re; ae 
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das zu A(1,A) gehörige normale Fundamentalsystem. Ist dann A(1,4A) 
bereits ein reduzierter Körper, so ist: 

‘ y y 

(3.) A= atEa+ "+ E-... 


Denken wir uns nun das zu untersuchende System 5 in gleicher Weise 





in seine o° Partialsysteme zerlegt, so ist: 


(4.) BE 


aus=1 


Soll dann 5 mit A vertauschbar sein, so folgt aus der Gleichung: 


AB = BA 
oder: 


. Y a ‚ ’ Y 
(= Ea-1.0) (= Bus) _ (3 Ba-1, 3-1) (= E;-,;) 


a,ß 
durch Gleichsetzen der entsprechenden Partialsysteme: 


(5.) REN 


a—1,a 1 F;_.3 
für alle Werte 


a—1l,/ 


a, =1,2,..,0,0+1 


mit der Maßgabe, daß ein eventuell auftretendes Partialsystem in welchem 
ein Index Null oder (e+1) ist, hier durch Null zu ersetzen ist. Dann stellen 
diese (o+1)’ Gleichungen die notwendige und hinreichende Bedingung dar, 
daß 5 mit A vertauschbar ist. 

Die Bedeutung dieser Gleichungen kann nun unter Benützung der 
zu (6°) auf 8. 133 gemachten Bemerkungen sehr einfach ausgesprochen 
werden: 

Das Produkt E,_,..B.; 
System D,_, ;, welches aus 5,; dadurch entsteht, 


ist nämlich das 03-1 e: 








daß man es in das über ihm liegende (längere) Bus 
System von e,_, Zeilen und e; Kolonnen verschiebt 

und die dann übrig bleibenden e,_,—e, letzten Vu 
Zeilen dureh Nullen ersetzt. Ferner ist das Produkt 0... 





B,_1.3-1 &;.,,; das System D,_,.;, welches erhalten wird, wenn 


a—l, 
ea Bas 


man die e, ersten Kolonnen von B,_,,;_, in das rechts benach- 








barte System 5,_,,; hineinschiebt. 
Da nun nach (5.) diese beiden Systeme 3,_,,; und 5,_,,; identisch 





sein müssen, so ergibt sich zwischen je zwei in derselben Diagonalreihe 











Hensel, Theorie der Körper von Matrizen. 157 


unmittelbar aufeinander folgenden Systemen PD, ,;., und B,; die folgende 
einfache Beziehung: 


Jedes System D,_, ;_, entsteht aus dem schräge unter ihm be- 
findlichen 3,, dadurch, daß diesem unten (e, ,—e,) Zeilen mit den 
Elementen Null, und dem so sich ergebenden Systeme noch (e;_,—e;) 
Kolonnen mit ganz beliebigen Elementen hinzugefügt werden. Ist also 


b,,; gegeben, so ist 5,_, ;., bis auf 


(e; -1 7° e;) 7 1 


willkürliche Elemente vollständig bestimmt. Ist umgekehrt das obere 
System B,_,,;-ı bekannt, so ist durch dieses das schräge unter ihm 
stehende System 5, , eindeutig bestimmt. 
Aus dem letzten Teile dieses Satzes folgt, daß alle unterhalb der 
mittleren Diagonale stehenden Systeme 


B.; k>ı 
Null sein müssen, daß also 5 die Form hat: 
Bu; Da, he DB, 


ne a 


, 


I 








Be, 


I 00 
Wir beweisen dazu nur, daß alle Partialsysteme 
B,; (k=2,.., 0) 


des ersten Vertikalstreifens außer 3,, gleich Null sind, da dann dasselbe für 
alle schräge unter ihnen stehenden Partialsysteme folgt. Setzt man aber in 
der Hauptgleichung (5.) 

a—=k, P =] 


und beachtet, daß dann die rechte Seite 3,_,., Z, nach der zu (5.) gemachten 
Bemerkung durch Null zu ersetzen ist, so folgt die Gleichung 


Er -1, Bı=0, 


d.h. es ist wirklich A,, = 0. Diese Gleichung gilt aber nieht für = 1, 
da dann auch ihre linke Seite durch Null zu ersetzen ist. Das erste System 
B,, ist also im Allgemeinen nicht Null. 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 2. 








158 Hensel, Theorie der Körper von Matrizen. 


So ergibt sich für die Konstruktion des allgemeinsten mit dem redu- 
zierten Körper Ä(1, A) vertauschbaren Systemes 3 die folgende einfache 
Vorsehrift: 

Ist 
A= EatEs+t+E, 


e-1,09 


so fülle man in 5 den ganzen letzten Vertikalstreifen: 
Bo+tB.+"+B, 

mit beliebigen Elementen aus. Um aus ihm den (o—1)-ten Vertikal- 

streifen 


Bot+Bı,ot + B,,.- 


zu erhalten, verschiebe man jedes Partialsystem 3, nach dem links 
oben befindlichen Nachbarsystem 3,_,,,-ı, nachdem man es zuerst unten 
mit Nullen, und alsdann hinten mit beliebigen Elementen gerändert hat. 
Das dann noch übrig bleibende letzte Partialsystem 2, ,_, ist mit Nullen 
auszufüllen. Fährt man in derselben Weise fort bis zum ersten Vertikal- 
streifen, so erhält man das allgemeinste mit A vertauschbare System 2. 

Als Beispiel gebe ich das allgemeinste mit dem reduzierten Körper 

K(1, 4) vertauschbare System 5 unter der Voraussetzung, daß 


y Y 7 
A= En+Es+ Er, 


also 


und daß 


ist. Das gesuchte System neunter Ordnung hat dann die folgende Form: 


a, b,, b,; ec.’ ab.b 


ı | #g 911 912 14, a, 
0 b,, rn c, 0 b,, b,; a, 4, 

0 b,. b,, e, 0 b,, b,; | a, ‚a, | 
000«e05,,,0 a, 
B=-0000.ab,b, a, a, 
000005,5b. 0a, 
000005,5, 0a, 
VD) OO OVOOO ıa,|a, 


VB! VVVOVVOVOVO VO OVJa 





re ee : 




















w u Zar ie a 
VERERIRENE SEN Re > . 
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Ein vollständiges System von linear unabhängigen mit .| vertausch- 
baren Matrizen erhält man offenbar, wenn man in 5 alle Elemente mit 
Ausnahme von je einem gleich Null, und dieses gleich Eins setzt, denn die 
so sich ergebenden Systeme sind offenbar erstens linear unabhängig, zweitens 
mit .| vertauschbar, und drittens ist das oben gefundene allgemeinste System 
eine homogene lineare Funktion von diesen. 

Die Anzahl dieser linear unabhängigen Svsteme ist somit in diesem 
speziellen Falle gleich 

9+14+4 = 27. 


Um die entsprechende Anzahl in dem allgemeinen Falle zu be- 
stimmen, beachte man, daß in jedem Partialsystem 


=» ( 7) 


af 
die (e;—e;,,) letzten Kolonnen und nur sie willkürlich anzunehmende Ele- 
mente enthalten, daß also 5,,; im ganzen e,(e;—e;,,) solehe Elemente hat. 
Für den :-ten Horizontalstreifen 
B;+B, +" +B, 
ergeben sich also 
et), e, 
also für das ganze System 5 genau 
atet+e 

willkürliche Konstanten. Ebenso groß ist also die Anzahl der linear un- 
abhängigen mit A vertauschbaren Systeme. 

Für ein ganz beliebiges System .l, für welches die einzelnen charak- 


teristischen Zahlen 


ED... e" 
u. 


em) e\”) a e“) 


h h h 
em ee 
- SA 


sind, ist die Anzahl der linear unabhängigen mit .| vertauschbaren Systeme 
DB also gleich 
h Pi 
BEE, 
k=li= 


i 


1 
Dieses Resultat wurde in einer etwas anderen Form zuerst von Herrn 
Frobentus ausgesprochen. 
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Wir bestimmen endlich noch die Gleichung |r— | = 0, welcher das 
allgemeinste mit A vertauschbare System 5 genügt. 
Aus der auf S. 157 gefundenen Darstellung von BD ergibt sich nun 
zuerst die Gleichung: 
|r-B| = |rE,—-Bu| |r Ex Ba]... |r EL. PB 


oe; 


und es sind also nur noch jene e Faktoren weiter zu untersuchen. 
Nun besteht die Determinante |D,, aus e, ganz beliebig anzunehmenden 
Elementen. Für die darüber stehende Determinante 


|Be-1,0-i P® 


| Bo- 1,0 —1 
erhält man die Darstellung: 


) > 
Bel Ba 





) 
|B,-1,0-| 


wo das System B,_,,.-ı aus (e,_,—e,) Elementen besteht, welche wiederum 
ganz beliebig sind. Genau ebenso folgt: 


B Br‘ B RB B 
u 2,0—2 ER ’ 00 1, o—1 n—2, 0o—?2 


wo DB,» ,. aus (e,,»—e,_,) willkürlichen Konstanten besteht, u. s. w.; so er- 
gibt sich zunächst für 3 die Gleichung: 


B = |B,||B,? IB,?...|B,.R 


on 
. 


wo allgemein 3, eine Determinante der (e,—e;,,)-ten Ordnung mit beliebigen 
Elementen ist. 

Bezeichnet man also mit | B,—r| diejenige Determinante, welche aus 
B, dadurch entsteht, daß man von den Diagonalelementen » abzieht, so ergibt 
sich für die charakteristische Gleichung der Ausdruck: 


B—-r u Bı—r | Ba—r ‘ Ba-r/.. Bar ® 


wobei die e Faktoren bzw. von den Graden e, —&, &—8;,..., €, Sind, und stets 


so gewählt werden können, daß alle ihre e, Wurzeln beliebige von einander 
verschiedene Werte haben. 
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s 11. 
Wir wollen von den bisher erlangten Resultaten noch einige An- 
wendungen auf die T'heorie der bilinearen und quadratischen Formen machen. 
Zu jedem Systeme n-ter Ordnung: 


(1.) A = (a,) 
gehört eine eindeutig bestimmte bilineare Form: 
(1°.) Alaıy) = Fa, Yı, 
i,k 


welche durch den gleichen Buchstaben bezeichnet werden mag. Führt man 
an Stelle der Variablen x und y neue Veränderliche 5 und n ein, welche 
mit jenen durch lineare Gleichungen 


Li 


Y, _— = Tix Un 


zusammenhängen, so geht ‚| in eine neue bilineare Form: 


(£ n) = ZN 
über, deren Koeffizientensystem 4 mit A durch die Gleichung 
A=PAQ 


zusammenhängt, wo P’ das zu P= (p,) konjugierte System bedeutet und 
(! = (9,) das zweite Substitutionssystem ist. 

Es sei nun A (x y) eine beliebige bilineare Form, deren Koeffizienten- 
system A = (a,) sein soll. Dann entspricht dem zu | gehörigen Körper 
K(1,.A) ein Körper von zugehörigen bilinearen Formen K(1,.1(x y)). 
nämlich jedem Systeme 5 = gp(A) die zugehörige Form PR (xy), deren 
Koeffizientensystem eben die Matrize 5 ist. 

Speziell erhalten wir so eine Normalbasis von » Elementen 


. k > fı DEID.on0n \ 

(2.) Kay), ne 
durch welche alle Bilinearformen von A(1,.A(x y)) homogen und linear 
mit konstanten Koeffizienten darstellbar sind. Nach dem soeben bewiesenen 
allgemeinen Satze gibt es nun eine solche kontragrediente "Transformation 


für die Variablen © und y, daß alle Formen der Normalbasis simultan auf 
ihre reduzierte Form gebracht werden. Es sei: 
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(24) Av A, A: ,.. Ae-ı 


irgend eine der % leihen jener transformierten Normalbasis; dann bestehen 
die Gleichungen: 


v ' ' , 
A = Eu- Ey; +++ Es 
Y 
(3.) | = Et+Eao 
d 
j o—l 1 
u Ei. . 





Dann ergeben sich für die zugehörigen transformierten Bilinearformen die 
Darstellungen: 
V(&yr on A 5 = & - 
| ($ 7) 26 ($\ ı 7% Se n.)+ (S.+ı N. +1 2 a ı Sets Nate)t nr 
Ä = (2 9 . LE (E f ... ... 
1) Fr (Si Net 4 ” t Se, Near) (Eur late +1 + )+ 


In 


a Al 





1 fg ns 3 
A® (S n) = (Si Nat4 o-ır] FÜR S., Nat + ); 


‘eo 
[ 


wo die n Veriablen &;, bestimmte linear unabhängige homogene lineare 
Funktionen der Variablen x,,...,%,, und die n, ebensolche lineare Funktionen 
Von Yıy...,%, Sind. Jede der Partialformen E,($ n) oder der A} ($,n) ent- 
hält dann eine bestimmte Anzahl der Variablen &,n, während sie von den 
anderen unabhängig ist. Wir wollen die in einer Partialform /,,($, 7) oder 
N (&,n) auftretenden Variablen &,n die zu ıhr gehörigen Variablen nennen. 
Aus der einfachen Form (3*.) der transformierten Bilinearformen A?(x.y) er- 
gibt sich nun sofort, daß man die n Variablen stets so bestimmen kann, daß 
alle »—1 Formen der Normalbasis (2.) für beliebige Werte aller %,,..., %, 
verschwinden, während eine einzige der h Einheitsformen A} (x\y), etwa 
I} (@@ y) einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Zu diesem Zwecke 
brauchen wir ja in den transformierten Formen A($7) nur diejenigen 
Variablen 5 gleich Null zu setzen, welche zu allen jenen Formen außer 
NE m) gehören, diesen selbst aber irgend welche von Null verschiedene 
Werte beizulegen. Da die zu &,,($|n) in (3.) gehörigen Funktionen 5 sicher 
nicht in irgend einem anderen Elemente A! (Ein) auftreten, so werden durch 
diese Forderung nicht alle 5 gleich Null gesetzt; also gibt es sicher unendlich 
viele Wertsysteme (x, ,...,.,), welehe dieser Bedingung für unbestimmte %,,....%, 
genügen. Genau ebenso zeigt man allgemein, daß man (x, ...,.x,) stets so 
bestimmen kann, daß für unbestimmte y; etwa die ersten Elemente 
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A(aly), Aaly),.., Ay) 


der ersten Reihe in (2.) von Null verschieden sind, aber alle übrigen Kle- 
mente verschwinden. 


Ich betrachte jetzt zuerst den Fall, daß das System | = (a,) reell 


und symmetrisch, daß also allgemein 


dA ;; — (dl,; 


ist, oder, was dasselbe ist, daß das zu A konjugierte System A’ gleich .1 ist. 


Sind A und B zwei vertauschbare symmetrische Systeme, so sind auch ihre 
Summe, ihre Differenz, ihr Produkt und ihr Quotient, falls ein solcher 


existiert, ebenfalls symmetrisch, wie aus der Gleichung 


(ABY=BA'=BA=AB 


unmittelbar folgt. 





Hieraus ergibt sich der Satz: 
Ist A ein symmetrisches System, so eilt dasselbe für alle Systeme 
“ > “ 
des zugehörigen „symmetrischen“ Körpers A(1, A). Speziell sind alle 
Klemente 
MA, A G=1,2,...,% 


der zugehörigen Normalbasis symmetrische Systeme. 
Wir beweisen nun die beiden folgenden Sätze, welche die Grund- 


lage der 'I’heorie der symmetrischen Systeme und der quadratischen Formen 
bilden. 


1. Die Ak Wurzeln »,, 7,,..., 7, der zu einem symmetrischen System 
gehörigen Gleichung 
(4.) f(: N) = (r—r,)" (r—r,)* ... (r—r,)" 
sind sämtlich reell. 

2. Die A Systeme A,, A,,..., A, der Normalbasis für einen sym- 
metrischen Körper sind sämtlich Null, d.h. die Normalbasis eines 


symmetrischen Körpers ist von der Form 


(5.) ED A 


Um den ersten Satz zu beweisen, stelle ich die zu .| gehörige symmetrische 
bilineare Form A('y) durch unsere Normalbasis dar; dann ist nach (20°) 
auf S. 127 








A= En, A +A), 
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oder, wenn r eine Unbestimmte bedeutet, so ist 


(6.) r— A = (er—r) A A,)+ +) A A,). 


is sei nun », eine Wurzel der zu A gehörigen Gleichung, von der wir nicht 
wissen, ob sie reell oder komplex ist. Wir setzen dann für x,,...x, ein 
so bestimmtes Wertsystem %,,%3,...,.,, daß für unbestimmte y,,...%, alle 
Systeme /}(@* y) Null werden, mit einiger Ausnahme von A'(«y), welches 
von Null verschieden sein soll. Dann geht unsere Gleichung über in: 


(6".) "yet Ay) = (rn) Ay). 


Die Zahlen x,,...,, können reell oder imaginär sein, je nachdem die sie 
bestimmenden Gleichungen &, = 0 reelle oder imaginäre Koeffizienten haben. 
Wir setzen jetzt allgemein 


7 


Y Kaum U; ’ 
wo ., die zu «, konjugierte Zahl bedeutet. Dann sind in der Gleichung 
(6) ra tn + +a,a,)- Alle) = (r—r,) Alla) ®) 


alle Glieder mit einziger Ausnahme von r, reell, denn die Zahlen A («| «') 
und A,(x x’) bleiben ungeändert, wenn man < mit —: vertauscht, weil sich 


dann nur die © und x’ vertauschen. Da ferner der Koeffizient von r auf 


der linken Seite offenbar positiv ist, so ist rechts auch AY(x x”) sicher von 
Null verschieden; die aus dieser Gleichung eindeutig bestimmte Wurzel >, 
ist also sicher reell, und hiermit ist unsere erste Behauptung vollständig 
erwiesen, 

Unter Benutzung dieses Resultates kann man nun sehr leicht be- 
weisen, daß alle Systeme A,,4;,..., A, der zu A(1, A) gehörigen Normal- 
basis identisch Null sind. Dieselben sind nämlich symmetrische Systeme 
mit reellen Koeffizienten, denn sie sind rationale Funktionen von A, deren 
Koeffizienten nur von den A Wurzeln ?,,...,, rational abhängen und diese 
sind sämtlich reell, wie wir soeben bewiesen haben. Angenommen nun, 
A, besäße nicht den Rang Null, und es sei 


e—1 
A = A; 


die letzte von Null verschiedene Potenz von A, Dann ist A ebenfalls ein 
reelles symmetrisches System, für welches 
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A’ Ar? (0 
ist. Aber aus der Gleichung: 


(a,) = (a,) (a;) 


folgt für ein solches System notwendig, daß alle seine Elemente Null 
sind. Denn aus der dann für irgend ein Diagonalelement von A’ geltenden 
Gleichung: 
Ay Ad; t+Qa a; ++ +a, a, = 0 
= as t aa +: +a;, = 0 


folgt ja, daß alle seine Elemente a, = 0 sein müssen. 
Für ein symmetrisches System A ist also die Normalbasis 


0 } 0, 
A, A,, Bar Au; 


die zugehörige charakteristische Zerlegung von r—A ist demnach die 
folgende: 
D = | Yy— A — (r— ey (r— A Er (r m ",) m 


[7 


wenn d\,d,,...,d, die Rangzahlen der kA Systeme 4}, ..., A, bedeuten. 
Ferner ergeben sich in diesem Falle die Determinantenteiler des 


Systemes (r—.1) der Reihe nach gleich: 


28 == (r— 2) 1 (r—r,)%', See (7 er 7)“ -1 


D R en I (r— IN Dad 


n 
d 


Ba 


D, 
D,.-ı 
S. 120 oben für jedes symmetrische System die zugehörige Gleichung: 


f(A) = (A—r) (Ar)... (A—r,) = 0. 


Die Gleichung niedrigsten Grades für ein symmetrisches System 
besitzt also stets reelle und einfache Wurzeln. 
Endlich ergeben sich ohne Weiteres die folgenden Fundamentalsätze 
für die symmetrischen Systeme. 
Ist A ein symmetrisches System, so besitzt das System (r— 4A) 
lauter reelle und einfache Elementarteiler. 


Bildet man also den letzten Elementarteiler #%, = ‚ so erhält man nach 
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Ein reelles symmetrisches System kann stets kontragredient auf 
die Diagonalform: 








transformiert werden. 
Ist A ein symmetrisches System und 


r— A| = (rr "(rn)"... (rn), 
so ist A genau mit 
A-+d+-+d 


linear unabhängigen Systemen vertauschbar. 

In genau derselben Weise können, wie hier nicht weiter ausgeführt 
werden soll, die entsprechenden Fundamentalsätze für die orthogonalen 
Systeme bewiesen werden. Endlich mag auch nur erwähnt werden, dab 
sich die ganze Theorie der linearen Differentialgleichungen mit Hülfe der 
hier gefundenen Sätze in wunderbar einfacher Weise entwickeln läßt. 


























Uber eine Darstellung der Anzahl 
der Idealklassen eines algebraischen Körpers 
durch eine unendliche Reihe. 


(Von Herrn Edmund Landau in Berlin.) 


Bekanntlich steht die Anzahl A der Idealklassen eines algebraischen 
Körpers # in folgendem Zusammenhang mit der Funktion 


l » F'(n) 


1.) = 2:25=2 


n &£ nm’ ==) n 


wo n alle Ideale des Körpers durchläuft, Nıt die Norm von n bezeichnet 
und F(r) die Anzahl der Ideale des Körpers, deren Norm gleich der posi- 
tiven ganzen Zahl n ist. Es bedeute yg die durch den Körper bestimmte 
positive Konstante 

2rıtrı ar: R 


w yD 


) 


wo r, die Anzahl der reellen konjugierten Körper ist, 7, die Anzahl der 
imaginären konjugierten Körperpaare, w die Anzahl der im Körper vor- 
kommenden Einheitswurzeln, D die Diskriminante, R der Regulator des 
Körpers. Dann sagt ein bekannter Dedekindscher Satz*) aus: Die Reihe 
(1.) konvergiert für s>1, und wenn s gegen 1 abnimmt, so existiert der 
Grenzwert 


I. 
y' 
— 


n = 


F(n’ 


n° 


| A RR ne 
2) lim(s-1L,()=lim(s—-1) 2 |, lim (s-1) 


*) Vergl. z. B. Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie, herausg. v. Dedekind, 
4. Aufl., 1894, S. 610. 
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i 
s 
x 
5 
B\ 
# 





und ist gleich gh. Die Bestimmung der Klassenzahl ist also auf die Unter- 
suchung jenes Grenzwertes zurückführbar. 

Für gewisse Körper besitzt man viel einfachere Darstellungen der 
Klassenzahl; z. B. für quadratische Körper ist die Aufgabe durch die von 
(auß und Dirichlet ausgeführte Bestimmung der Klassenzahl der binären 
quadratischen Formen erledigt. Das Gemeinsame des Gaußschen und des 
Dirichletschen Weges, welche schließlich zu einem Resultate in endlicher 
(Gestalt führen, ist, daß die Klassenzahl, deren Bestimmung zunächst auf die 
des Grenzwertes (2.)”) hinauskommt, alsdann durch eine unendliche Reihe 
dargestellt wird; es ergibt sich nämlich, wenn u das von Kronecker ver- 


allgemeinerte ‚Jacobische Symbol bezeichnet, 


ON D\ 1 ur 2 
(d.) v7 u; = > (—) ia fürrD=-41<0, 
2 log » ‘D\] 
j4 ud > dic y . . Kir 
(4.) „ h=2(,), füD>0.”) 


Der Faktor von Ah in (3.) und (4.) stimmt genau mit der oben durch 9 
bezeichneten Konstanten überein. Die Ubereinstimmung des Grenzwertes 
(2.) mit der Summe 


* En): 


pflegt folgendermaßen dargetan zu werden. Es ist bekanntlich im vorliegen- 
den Falle des quadratischen Körpers 


Fan)= &(,)i 


nm 





D\ 
EBEN 2; / > (>) E42 3 (2)! 5! 
»ı\9) “2, m’ 7% ai Fang‘ (n k)' Li Lu. n’W ks 
® D\ 1 
BR? 
Rn n n” > (8) ’ 


*) Bei Dirichlet ist es genau die obige Form des Grenzwertes (2.); bei Gaup 
tritt er in etwas anderer Gestalt auf. 
“*) Für /=4 bezw. =5 ist hier die linke Seite noch durch 2 bezw. 5 zu 
dividieren. 
“*#) g bezeichnet die sog. Fundamentaleinheit. 
+) Diese Schreibweise besagt, daß n alle Divisoren von m durchlaufen soll. 
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r > n 
(5.) eEl@): 
Ci) ui a / We 
Man zeigt nun leicht, daß für s=1 der Grenzwert der rechten Seite existiert 
u asia . a - : ” . 
und gleich (>); ist; andererseits nähern sich für s=1 die Funktionen 
n—=] 
(s—-1)L,(s) und (s—-1){(s) den Grenzwerten gh und 1, die linke Seite 
von (5.) also dem Werte gh. Daher ist 


» DS ] 
gh= 21); 


Die folgenden Entwicklungen bezwecken, eine analoge Darstellung 
der Klassenzahl eines beliebigen algebraischen Körpers zu geben. Formal 
führt zwar das beim quadratischen Körper übliche Verfahren leicht auf eine 
bestimmte unendliche Reihe (vergl. $ 1); der springende Punkt ist jedoch 
der Konvergenzbeweis für diese Reihe, den ich (vergl. $$ 2—4) unter Be- 
nutzung eines kürzlich von mir nachgewiesenen Satzes über die Möbrussche 
Funktion «(k) erbringen werde. Das Folgende soll übrigens nicht bean- 
spruchen, das große Problem von der Darstellung der Klassenzahl in end- 
licher Form seiner Lösung näher zu bringen; z. B. beim Kreisteilungs- 
körper ist ja dies Problem ohne Benutzung der hier auftretenden unendlichen 
keihe schon gelöst. 


$1. 


Es läßt sich für einen beliebigen algebraischen Körper # der Quotient 


. 
u S 4) ® . LE * . .. . ‘ “ 
ER auf eindeutige Weise in eine für s>1 konvergente Dirichletsche Reihe 
X" 
nd 
(6.) Pr 
=>] N 


entwickeln, welche der beim quadratischen Körper auftretenden Reihe 


entspricht. Daß es nämlich höchstens eine solche Reihe gibt, folgt aus 
dem bekannten Satz: Zwei für alle s>s, ihrem Werte nach überein- 
stimmende Reihen der Gestalt (6.) haben beziehlich gleiche Koeffizienten. 
Daß wirklich im vorliegenden Fall eine Entwieklung (6.) vorhanden ist, 
ergibt sich, indem man die beiden Gleichungen 
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r » F(m) 
(1) C, G )=2 ml m’ 
und 
l = ulk 
(8.) 3 


mit einander multipliziert; dadurch erhält man 


s 


nm 
: 2 SE u(lk) F\ 
/9,) 6. (8) Frz F (m) » u (k) = 5 F(m) u (k) 2 (R) .) 


&(s) kt am m’ k=1 ks nu k=1 (m k)' ra n—]1 n’ 


I 


Diese Dirichletsche Reihe 
(10.) 3”, 


wo also 


‚, konvergiert jedenfalls für s>1, da dort die rechten Seiten von (7.) und 
(8.) absolut konvergieren. 
Wenn s gegen 1 abnimmt, nähert sich die linke Seite von (9.), welche 


(s—1) C. (8) 
NT: (5) ® 


Falls es nun wahr ist, daß die formal für s=1 aus der rechten Seite von 
(9.) entstehende Reihe 


ja in der Form geschrieben werden kann, dem Grenzwerte gh. 


. Zu®F(),) n 
(11.) z = 2% 


„1 N 
konvergiert, so ist 
= Ca 
(12.) gdh=23-; 


n=ı N 


denn eine für s=s, konvergente Dir:chletsche Reihe ist bekanntlich nach 
rechts stetig, sodaß 


2 


= _ 1:08). 
- im z- = lim? E66) =gh 


z N —_ı 9= =] 
seschlossen werden darf. 


°) Übrigens genügt c„ offenbar für teilerfremde n, n' dem Multiplikationsgesetz 
Can! = CaCur. Da für Primzahlpotenzen p* 


or = F(pR) — Flpi=) 
ist, so ist also für n = JIp*» 
pın 


= II(Fpr) — Fipir")). 


pn 
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Ich werde nun im Folgenden tatsächlich nachweisen, daß die Reihe 
(11.) für einen beliebigen algebraischen Körper konvergiert, womit die 
Gleichung (12.) bewiesen sein wird; ich bemerke ausdrücklich, daß, während 
man beim quadratischen Körper leicht die Konvergenz der Reihe (10.) für 
alle s>0 beweisen kann, es mir im allgemeinen Fall gerade noch gelingt, 
die (für den vorliegenden Zweck hinreichende) Konvergenz für s=1 zu 
beweisen, dagegen nicht die Konvergenz in irgend einem links von s=|1 
gelegenen Punkt. 

8.2. 
Es werde 


x 

y' > Ei 1 
=(c=N, 
si 


gesetzt. Der Nachweis der Konvergenz der Reihe 


n=ı N 


läßt sich auf den Nachweis der Relation 


(13.) „=&0,=0(.5,) 
zurückführen, d. h. des Satzes, daß das Produkt 
los? A x 
Be, 
LU „1 


für alle © unterhalb einer endlichen Schranke c gelegen ist. 


Denn aus 
‘ > 68 
D, E log? x (2 3,4,...) 
folgt für zwei beliebige Zahlen 2>2 und y>a« 

y Cn y S„—S _ S,, 
32-2 ILS, )- = | 
3 n ei n = y+] 

3. _ Sa, 
nen(n +1) & y+l1 
Ü v|S SS. S 
z22<s + 
sm N . n=X N z—]1 Y 


a en c(<—1) ' I 
u Fa) log’ Fa ge log’ y 
y 1 C c 


—, nlog? a Tip’ (x — ri 


og’ y 
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Dieser Ausdruck nähert sich für =», y=® der Grenze 0, so daß also 
wirklich aus (13.) die Konvergenz von (11.) folgt. Ich habe also nur 
(13.) zu beweisen. 





83. 
Es ist 
“ ® [N er 25 | 
S,=2:0,=:2Zu(h)F(})=& 8 uk) F(m), 


n n—1lk n=] km=n 


— 


wo k und m alle Paare komplementärer Divisoren von n durchlaufen; es 
ist also 


S,=Z&u(k)F(m), 


k,m 


wo %k und m alle Zahlenpaare durchlaufen, deren Produkt Am<x ist. Für 
jedes solche Paar ist entweder k<Y.x oder m<ZYx oder beides. Es mögen 
zunächst alle Paare berücksichtigt werden, in denen k<Yz ist, dann alle, 
für welche m<ZYx ist; es sind dann alle — bisher doppelt gezählten — 
Paare einmal in Abrechnung zu bringen, für welche zugleich k<Yx und 
m<_Yx ist. Dadurch ergibt sich 


x x 
Ya m 


k Vx Y« Vx 
(14.) = zu (k) = F(m)-+ = F (m) zu (k)— u (k) = F(m)*). 


m= 


Zur Abkürzung werde — auch für nicht ganze x — 


EFF (m) = H(«) 


m=1l 


und 
Z u(k)= M(a) 


I 


gesetzt; dann läßt sich (14.) so schreiben: 


Vx ’ Vx di - 
(15.) 5,= Zuch)H()+ zZ Fon) M()-M (a) Hla). 
$4. 


Nun habe ich in meiner Arbeit””) „über die zahlentheoretische Funk- 
tion u (k)“ bewiesen, daß 


*) Ist eine obere Summationsgrenze nicht ganz, so soll der Summationsbuchstabe 

alle unter ihr gelegenen positiven ganzen Zahlen durchlaufen. 
**) Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, 
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. 112, Abt. 2°, 1903, S. 548. 
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(16.) Ma)= Zu) = 0(,.,, 
k=1 1 h 


ist, und es hat andererseits Herr Weber*) den Nachweis geführt, daß 





(17.) H (x) == ghx } () ®. 


ist, wo v den Grad des Körpers bezeichnet, y und A die in der Einleitung 
erwähnten Konstanten. 


Aus (15.) ergibt sich unter Benutzung von (16.) und (17 


| 5 2 e £ 
I,= ne u (k) | gh,- rV ® HF F m) o( m (log — logm)' 
0(—-—)O(lz 
log’ (yıw, | 
ı(d A \ Yz F(m 
=ghe 5 A Pe )o5 -+Of SZ 
l ur - (log x - log Ye)?’ | m 


Venlk fe 2 Vz F (m) a 
(18.) S=ghus ; I O\x ;) o(ar)ı 0)" e 10 —)- 


Nun folgt aus (16.) 


"ulh © : ($) = M(k)— M(k—1 
eh __ ze@__ 5 M@-Ma-ı) 
k=1 k=r+1 I k=r+1 h 
2 u. \ Ma 
FE y f \ — |_ 
—— FR MA } (7 . 4 ] ) 1 +4 ) 


0» l- 1 1 L / | 
nn y E - 2. ;| | 
u 0 Bot log’k k? 4 ee) 0 h 7 k m k + Oises ) ER log’. )‘ 
also auch 


(19.) ze _ RER 


k=1 \log? 2 


*) „Über einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integralrechnung“. 
Nachrichten der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch 
physikalische Klasse, 1896, S. 275— 281. 
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ferner ist 


y ad Ri 5 H(m)—H(m—1) x Hm) H («) 0 5 ud 1 0(*) 


m=1 m m=1 m wu m=ı M (m + 1) x + ea mei m 


2] 
=- 0) „to d=ONloga), 


m—1 


also a fortiori 


Ve F (m) EN 
(20). 2,” = Odloga). 


Die Gleichungen (19.) und (20.) geben, in (18.) eingesetzt, 
‚ 1 
a ’ X . a LT X X A 
I, = ur + 0a )+ Or) + Oz) 2 gie); 
damit ist (13.), also die Behauptung 


(12) gh= 2 


bewiesen. 
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Uber Differenzengleichungen, die Fundamental- 
lösungen besitzen. 


(Von Herrn A. Guldberg.) 


I. der Theorie der Differenzengleichungen gibt es bekanntlich außer 
den linearen Differenzengleichungen keine Klasse von Gleichungen, die 
einigermaßen eingehend untersucht worden ist. Der Grund, daß die linearen 
Differenzengleichungen vorzugsweise einer näheren Untersuchung unter- 
worfen sind, liegt bekanntlich darin, daß die allgemeine Lösung einer linearen 
homogenen Differenzengleichung r-ter Ordnung sich linear durch n beliebire, 
von einander unabhängige, partikuläre Lösungen ausdrücken läßt. 

Wenn man daher der Integration der Differenzengleichungen näher 
treten will, so scheint es wohl angebracht zu sein, sich die Frage zu stellen: 
Welches sind die Differenzengleichungen, deren allgemeine Lösung sich durch 
eine bestimmte Anzahl partikulärer Lösungen ausdrücken läßt? 

In den folgenden Zeilen erlaube ich mir, dieses Problem kurz zu 
besprechen. 

Es sei folgendes System simultaner Differenzengleichungen vorgelegt: 


>‘ 
L) - 8 4= EB, Var Yar +++, Ya). G=1,2,..n) 
Eine allgemeine Lösung des simultanen Systems (l.) sei: 


Yı, Ya, .»... Y. 


Wir verlangen nun, daß diese allgemeine Lösung (Y,, Y. ....Y,) Sich 
vermittelst einer bestimmten irreduktiblen Anzahl partikulärer Lösungen: 


(«.) Yarz Wars seen Ymıy  HYızy Yazy ren Umayoenney  Yıps Yaps ern Um 
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und n arbiträrer Konstanten a,,@,,...,«a, durch ein bestimmtes Formelsystem: 


(II.) Y= FlYırı Yarzoooy Yarzo>s5 Yıpncooı Yapz Any Any cn, G) 


((=1,2,...,%) 
ausdrücken läßt, wo die /, unverändert bleiben, wenn wir statt der parti- 
kulären Lösungen («.) p willkürliche andere Lösungen substituieren. 
Schreiben”) wir nun die Gleichungen (11.) in p verschiedenen Wert- 
systemen der arbiträren Konstanten a, so erhalten wir folgende Gleichungen: 


4 ' f . . 2 1 j 
(P.) y,„=]: (Yu; ey Unis eres Yıps or Unps Friy Aaiy oeoy Am); 
(G=T,2,.,%, / 1,2... 


welche Gleichungen eine kontinuierliche einfache transitive Gruppe in den 
Veränderlichen y, und y,, mit den Parametern @,,, @,,..., a, bilden. 

Nach einem bekannten Theorem von Sophus Lre kann man aber, 
wenn eine vorgelegte Gruppe in den Veränderlichen 


Dt » j ı— „ 
Yy=9; (Yı, ET TE 5 G=1,2,...,0) 


einfach transitiv ist, neue Parameter 5 von solcher Beschaffenheit einführen, 
daß man eine einfache transitive Gruppe in den Veränderlichen y und 5 mit 
den Parametern y, erhält. Dieses vorausgesetzt, denken wir uns die Para- 
meter @ in den Gleichungen (?.) so gewählt, daß diese Gleichungen eine 
einfach transitive Gruppe mit den Veränderlichen y und «@ bilden. Definieren 
aber die Gleichungen 
Yy f: (Yıır onen Umıyeres Yıps ern Yaps Fujyeers A,;) 
(=1,2,.,n,j=l,dee, p) 

eine einfach transitive Gruppe in den Veränderlichen y und a, so definieren 
die Gleichungen 


ya la We I a 
fie 1,2,.,;0) 


eine p-fach transitive Gruppe in den Veränderlichen , und a mit den Para- 
Metern Yınz +++, Ynpe 
Wir haben also folgenden Satz: 
Soll das System (l.) Fundamentallösungen besitzen, d.h. läßt 
die allgemeine Lösung (Y,, %s, ..., 4.) Sich durch eine bestimmte irre- 
duktible Anzahl partikulärer Lösungen 


*) Wir wenden ganz dasselbe Verfahren an, das man bei Diflerentialgleichungen, 
die Fundamentallösungen besitzen, benutzen .kann. 


Gerne re re 
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=] 


(Y.) Yııserrs Uns Yıa yoo.,-. Umayeo.s Yıps ren Un 


R hin ders SaSkpins ee Be ät kn u a ee 
ee 


und r willkürliche Konstanten «,,@,,...«@, immer auf dieselbe Weise: 


n 


(IIT.) eu a 50h Yapnrccı Bas yy coe, Au) 


But Bis 


ausdrücken, wo die /unabhängig von der Wahl der partikulären Lösungen 
(7.) sind, so definieren die Gleichungen (III.) eine kontinuierliche p-fach 
transitive Gruppe in den Veränderlichen y und « mit den Parametern 
Yıryor+y Imp* 
Da eine endliche kontinuierliche Gruppe in n Veränderlichen höchstens 
(n+ 2)-fach transitiv ist, so darf p nur die Werte 1,2,3,...,2+2 annehmen. 
Wir betrachten jetzt den Fall a=1. Wir erhalten dann folgende 
drei Typen von Differenzengleichungen. 
Die Differenzengleichung 


VP Yz+i + Fa. - Ay, + R —() . 
deren allgemeine Lösung die Form hat: 


Y, (y, —y,)a-+ty, (y — y,) 
iR; — = - 
.J \ 


(yıyYy)atry,—y. 
Die Differenzengleichung 
YozıTt Py, +Qa=0, 
deren allgemeine Lösung die Form hat: 


A-——-4, d dA 


_ Yır Yı. 


4, 4, a, —4, r 
Die Differenzengleichung 


Yrı + Py, = VD, 


deren allgemeine Lösung die Form hat: 
y=Yırd. 


In diesen Gleichungen bezeichnen P?, Q, f? Funktionen von «x, die y, 
partikuläre Lösungen und die @« willkürliche Konstanten. Diese drei Typen 
von Differenzengleichungen erster Ordnung, die Fundamentallösungen besitzen, 
entsprechen vollständig den drei Typen von Differentialgleichungen erster 
Ordnung, die Fundamentallösungen besitzen. Die erste Differenzengleichung 
entspricht sodann vollständig der Zticcatischen Differentialgleichung. 





24* 
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Erstens läßt sie sich bekanntlich durch die Substitution 


Ur+1 > 
= ——l 
Ur 


in die lineare Differenzengleichung 2. Ordnung 


124 + (Ra) — Par + Du (Q-P- R)u,=0 


überführen. 


Zweitens: kennt man eine partikuläre Lösung derselben, so verifiziert 
man leicht, daß sich ihre Integration auf die Integration einer linearen 
Differenzengleichung erster Ordnung reduziert. Drittens ist das Doppel- 
verhältnis von irgend 4 partikulären Lösungen konstant. 


























Über die Bewegung eines mechanischen Systems 
in der Nähe einer Gleichgewichtslage. 
(Von Herrn P. Bohl in Riga.) 


Die Bewegungen des mechanischen Systems, auf welches sich unsere 
Untersuchungen beziehen, mögen gemäß den sogenannten Lagrangeschen 
Gleichungen zweiter Form (für den Fall der Existenz einer von der Zeit 
unabhängigen Kräftefunktion) 

d (27) oT on 
dt dq; oq, og, . I N) 
verlaufen. Für ,= 9. = 1.,:-.% = 9. sollen die rechten Seiten verschwinden, 
sodaß die entsprechende Position eine Gleichgewichtslage ist. Der Gültig- 
keitsbereich der hingeschriebenen Gleichungen erstrecke sich auf eine gewisse 
Umgebung 2 von g/, ,...q, und alle q,-Werte. In diesem Gültigkeitsbereich 
sei die lebendige Kraft 

7 PP} Ün v u gi. 
Die a,, sowie die Kräftefunktion // seien im Gebiete 42 definierte und mit 
stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehene Funktionen der q. 
‘s gelte 7’>>0, wofern nicht alle g’ gleichzeitig verschwinden. 

Läßt man bezüglich der Koordinaten eine lineare Transformation mit 
konstanten Koeffizienten zu, so kann man voraussetzen, daß 


1 ä i 
()=5; g= =" == 


und, falls u>v, 


77 
(qa,, )h= 0). ae an (0) 
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eilt, wobei der untere Index 0 darauf hindeutet, daß die betreffende Größe 

für 1= 9, Rs... „M=1Q. zu bilden ist. Diese Annahme wollen wir in der 

Fat machen. Ferner teilen wir die Koordinaten y in drei Gruppen. Je 
2 

nachdem namlıch (> ), kleiner als 0, größer als O oder gleich Ö ıst, wollen 

wir q, stabile, instabile oder singuläre Koordınate nennen. Diese Namen 

sollen keine weitergehenden Behauptungen aussprechen. 

Die Aufgabe, zu deren Lösung ich in dieser Arbeit einen Beitrag 
liefern möchte, kann vorläufig in folgender Weise formuliert werden: Es 
soll die Existenz und Mannigfaltigkeit derjenigen Bewegungen festgestellt werden, 
welche für einen wenigstens einseitig unbegrenzten Zeitraum in der Nähe der 
(Hleichgewichtslage verlaufen. Wie diese Forderung hier aufgefabt wird, geht 
genauer aus den später folgenden Angaben hervor. Bisher ist, soweit mir 
bekannt, die genannte Aufgabe nur gelöst worden unter der Annahme, daß 
entweder nur stabile Koordinaten oder nur instabile vorhanden sind. Ich teıle 
in dieser Arbeit die Lösung mit unter der alleinigen Voraussetzung, daß keine 
singulären Koordinaten vorkommen. Diese Voraussetzung ist erfüllt, sobald 
die Zessesche Determinante der Kräftefunktion für 9, = 9, = %,..- „= 9,, von 
Null verschieden ist. 

Ich will nunmehr eine kurze Übersicht der hauptsächlichsten von mir 
sefundenen Resultate geben. Indem wir das Vorkommen singulärer Koor- 
dinaten ausschließen, unterscheiden wir drei Fälle. 

l. Es kommen nur stabile Koordinaten vor. Auf Grund eines bekannten 
Dirichletschen Satzes ergibt sich für diesen Fall Folgendes: Wie klein eine 
positive Zahl p auch gewählt sein möge, stets existiert eine entsprechende 
Zahl e>0 von der Beschaffenheit, daß eine Bewegung, bei welcher einmal 
.)<e, |El<e ((=1,2,...n) gilt, für alle größeren und kleineren ? im 
Gültigkeitsbereich bleibt und stets |4,]<p, | |<<p liefert. 

2. Es kommen nur instabile Koordinaten vor. Dieser Fall ist unter 
engeren Voraussetzungen zunächst von Aneser”) erledigt und später””) unter 


*) A Kneser, Studien über die Bewegungsvorgänge in der Umgebung instabiler 
Gleichgewichtslagen. Dieses Journal, Bd. 115 und 118. Auf diese Änesersche Arbeit geht 
die obige Art der Problemstellung im Grunde zurück. 

**) P, Bohl, Über gewisse Differentialgleichungen allgemeinen Charakters, die in 
der Mechanik Anwendung finden. Dorpat (Jurjew) 1900 (russisch) $ 25, 26, 27. Karstens, 
Über gewisse asymptotische Lösungen der Differentialgleichungen der Mechanik, Berlin 1901. 
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allgemeineren Annahmen behandelt worden. Man kann in diesem Falle zwei 
im Gültigkeitsgebiete gelegene (rebiete 


H: —a<g<a, n: nn h G; bh 
b<a, =1,2,...n 


derart angeben, daß Folgendes gilt: Aus einer beliebigen dem Gebiete r, 
angehörigen Position kann das System in irgend einem Moment in einer 
und nur in einer Weise so in Bewegung gesetzt werden, daß es für alle 
erößeren f im (Gebiete /7 bleibt. Indem man die Anfangsposition genügend 
nahe der Gleichgewichtslage wählt, kann man erreichen, daß im weiteren 
Verlauf einer solchen Bewegung alle 4, und q;, absolut beliebig klein bleiben. 
Bei jeder der genannten Bewegungen streben alle g, und 9; für — x nach 0.” 
Der Fall, in dem das System stets in der Gleichgewichtslage verharrt, ist 
der einzige, in welchem es für alle t in // bleibt. 

>. lEs kommen stabile und ınstabıle Koordinaten vor, Die Untersuchung 
dieses Falles bildet den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung. 


Liegt in diesem Fall eine genügend klein gewählte durch 


— 1, <_ Q <TM ( 


definierte Umgebung M der Gleichgewichtslage vor, so gibt es immer un- 
endlich viele Bewegungen, welche für genügend große ? stets in J/ verbleiben. 
Wählt man sämtliche Koordinaten und die Geschwindigkeiten der stabilen 
Koordinaten absolut kleiner als gewisse / zugeordnete positive Zahlen, sonst 
aber völlig willkürlich, so existiert eine und nur eine Bewegung, welche in 
einem gegebenen Moment mit den vorgeschriebenen Koordinaten und Ge- 
schwindigkeiten beginnt und für größere im Gebiete M bleibt. Indem man 
die Anfangskoordinaten und Anfangsgeschwindigkeiten der stabilen Koor- 
dinaten absolut genügend klein wählt, kann man erreichen, daß bei den 
eben charakterisiertten Bewegungen sämtliche Koordinaten und sämtliche 
Geschwindigkeiten absolut beliebig klein bleiben. 

Unter den genannten Bewegungen gibt es auch immer unendlich 
viele solche, welche für alle tin M bleiben. Wählt man die stabrlen Koor- 


In der erstgenannten Arbeit behandle ich auch den allgemeineren Fall, in 
welchem außer den oben eingeführten Kräften noch „störende Kräfte“ allgemeiner Natur 
zugelassen werden. 

*) Das Zeichen — deutet in meiner Arbeit einen Grenzprozeß an. 














182 Bohl, über die Bewegung eines mechanischen Systems. 


-—- 


dinaten und ihre Geschwindigkeiten absolut genügend klein sonst beliebig, 
so gibt es eine und nur eine Bewegung, welche in einem gegebenen Moment 
die vorgeschriebenen Werte der stabilen Koordinaten und ihrer Gesehwindig- 
keiten besitzt und für «alle t (größere und kleinere) in M bleibt. Indem 
man die Werte der stabilen Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten für 
den gegebenen Moment absolut genügend klein wählt, kann man erreichen, 
daß sämtliche Koordinaten und Geschwindigkeiten für alle # absolut beliebig 
klein sind. 

Jeder Bewegung der letztgenannten Kategorie entsprechen unendlich 
viele Bewegungen, welche sieh ihr für > asymptotisch in der Weise 
nähern, daß die mit e”" (p>0 eine dem Gebiet M entsprechende Zahl) 
multiplizierten Unterschiede entsprechender für gleiche Zeiten genommener 
Koordinaten und Geschwindigkeiten für > wo nach O0 konvergieren. 

Das Verhältnis der beiden oben charakterisierten Klassen von Be- 
wegungen zu einander betrifft folgender Satz: Jede Bewegung, welche von 
einem Moment ab in einer genügend kleinen sonst beliebig gewählten Um- 
sebung N der Gleichgewichtslage verbleibt, strebt für >» asymptotisch 
nach einer Bewegung, die für alle t in einer gewissen N entsprechenden 
Umgebung P der Gleichgewichtslage bleibt, wobei die asymptotische An- 
näherung ähnlich wie in dem oben besprochenen Fall asymptotischer An- 
näherung geschieht. Durch die Wahl eines genügend kleinen N kann P 
beliebig klein gemacht werden. 

Wir kehren wieder zu den für genügend große t in M bleibenden 
jewegungen zurück, um bezüglich derselben weitere Aussagen zu machen. 

Für sämtliche Bewegungen dieser Art ist die Konstante des Integrals 
der lebendigen Kraft Ü=T—JI gleich oder größer als Null. Es gibt nur 
eine für alle tin M bleibende Bewegung, für welche Ü=0; es ist dies 
diejenige Bewegung, bei der das System in der Gleichgewichtslage verharrt. 

Unter den Bewegungen, welche für genügend große £ in M bleiben, 
eibt es immer unendlich viele, für welche die stabilen Koordinaten für 
{> ec nach 0 streben. Bei einer solchen Bewegung müssen dann auch 
sämtliche Koordinaten und samtlıche Geschwindigkeiten für {>oo nach 0 
streben. Dieses Konvergieren nach 0 geschieht immer in der Weise, daß 
die mit e“ (@>>0 eine Konstante, die kleiner ist als die den ınstabilen Koor- 


/r8® IT \ au > e>ü 
dinaten entsprechenden Y ( “A ) multiplizierten Koordinaten und Geschwindig- 


EEE. 
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keiten nach OÖ streben. Das Ensemble der besprochenen Bewegungen fällt 
zusammen mit dem Ensemble derjenigen der für genügend große fin M 
bleibenden Bewegungen, für welche die Konstante des Integrals der leben- 
digen Kraft gleich Null ist. Wählen wir die nstabrlen Koordinaten absolut 
genügend klein, sonst willkürlich, so gibt es eine und nur eine Bewegung 
der in Rede stehenden Art, welche in einem gegebenen Moment mit den 
sewählten Koordinaten beginnt. 


Sind diejenigen Größen (Er), welche instabilen Koordinaten ent- 
sprechen, sämtlich unter einander verschieden, so spielt für jede einzelne 
der in Rede stehenden Bewegungen (die Bewegung, bei welcher das System 
im Gleichgewichtszustande verharrt, wird ausgeschlossen) eine der ınstabilen 
Koordinaten 4, die Rolle, daß 


. ‘ N . : . (4; . # 
Lim # = Lim © = Lim = Lim - —l 


—>a 1° >» Qe >» 10 >» 40 


( 


und ferner entweder 
. 4 /ro’lII 
Lim 2 — Y(Z) 
I[—>R Jo ‘© Jo 0 
oder 
. Go / ’ 4 
Lim 2 -— ] > Sy. 
—>x (Go 040 0 
Für den Spezialfall, daß nur eine stabile Koordinate q, existiert, beweisen 
wir folgenden Satz: Man kann eine solehe Umgebung der Gleichgewichts- 
lage angeben, daß sämtliche Bewegungen, die für «alle t in dieser Umgebung 
bleiben, periodisch verlaufen. Jede der genannten Bewegungen (mit Aus- 
nahme derjenigen, bei welcher das System immer in der Gleichgewichtslage 
verharrt) besitzt eine kleinste Periode. Man kann die Umgebung so wählen, 
daß diese Perioden sich von 


Zn 
o’ IT, 
\ ag (d: ), 
beliebig wenig unterscheiden. 
Es dürfte angemessen sein, an dieser Stelle einige Resultate zu 
erwähnen, die Hadamard in seiner Arbeit”) „Sur certaines proprietes des 


*) Journ. de Math. (Ö® serie), tome III 1897. 
Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 3/4. 
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trajectoires en Dynamique* gewonnen hat und die sich auf die Bewegungs- 
zustände in der Nähe einer Gleichgewichtslage beziehen. Aadamard schließt 
singuläre Koordinaten nicht aus: und nimmt bloß an, daß wenigstens eine 
instabile Koordinate vorhanden ist. Es heißt in der genannten Abhandlung 
(3. 371): 

Ainsi un mobile abandonn& dans le voisinage d’une position d’Equilibre 
ou la fonction des forces n’est pas maxima s’en Ecarte d’une quantite finie. 
Il ne peut y avoir d’exception que: 1° pour les trajectoires telles que les 
ecarts et les vitesses des parametres par rapport auxquels il y a instabilite 
soient et restent tr&s petits relativement aux &carts et aux vitesses des autres 
parametres; 2° pour les trajeetoires asymptotiques aux precedentes; 3° en 
partieulier pour les trajectoires qui tendent asymptotiquement vers la position 
d’equilibre consideree ou une position d’equilibre tres voisine, s’il en existe. 

Hierzu möchte ich zunächst eine Bemerkung bezüglich der an zweiter 
Stelle genannten exzeptionellen Trajektorien machen. Die Bezeichnung 
„asymptotisch“ ist hier, wie mir scheint, in anderem Sinn gebraucht als in 
meiner Arbeit. Es soll meiner Meinung nach ausgedrückt werden, daß jede 
der in Rede stehenden Trajektorien mindestens zu einer Trajektorie der 
ersten Art in der Beziehung steht, daß sie jedem Punkt der letzteren mit 
der Zeit beliebig nahe kommt (vgl. No. 54 der Arbeit von Hadamard),. 

Mit der Frage der Existenz und Manmnigfaltigkeit der hier erwähnten 
exzeptionellen Bewegungen beschäftigt sich übrigens Aadamard nıcht. 

Ferner heißt es am angegebenen Ort: Dans le cas oü il n’y a que 
deux degres de libert@ et ol la fonetion de force est minima, M. Aneser a 
pu. par une methode simple et Elegante, constater la presence de trajectoires 
asymptotiques & la position d’&quilibre. Il est elair que dans le cas general 
une discussion analogue serait beaucoup plus compliquee. Par exemple, il 
ne passe pas par un point queleconque du paraboloide hyperbolique*) une 
trajectoire tendant asymptotiquement vers le sommet: la seule trajectoire pre&- 
sentant ce caractere est la parabole principale A concavite inferieure. 

Das hier von Hadamard erwähnte Beispiel ordnet sich dem in meiner 
Arbeit erledigten Fall unter. Schreibt man nämlich die Gleichung des 
hyperbolischen Paraboloids in der Form 


*) Es handelt sich um die Bewegung eines schweren Punktes auf dieser Fläche, 


wobei die Achse vertikal ist. 
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2 2 


Wir 3agphei> .u;; 


er 
indem man die positive <-Achse vertikal aufwärts gerichtet annimmt, und 
bezeichnet mit m die Masse des schweren Punktes, so können Ym-.v und 
VYm-y die Rolle der Koordinaten q spielen und es ist dann Ym-.x stabile, 
Vm-y instabile Koordinate. Man erkennt dann leicht die Übereinstimmung 
unserer Resultate mit den eben zitierten sowie den a. a. 0. sich außerdem 
vorfindenden Angaben. 

Werden singuläre Koordinaten zugelassen und wird bloß die Existenz 
wenigstens einer instabilen Koordinate vorausgesetzt (wie es bei Hadamard 
geschieht), so wäre es leicht, nach den in meiner Arbeit befolgten Methoden 
die Existenz von Bewegungen nachzuweisen, die der Gleichgewichtslage 
zustreben. Um aber ihre Mannigfaltigkeit (in dem Sinn, wie es oben bei 
Ausschluß singulärer Koordinaten geschah) festzustellen, genügt die bloße 
Kenntnis der „Glieder zweiter Ordnung“ von 2/7, d.h. der Form 


Ge 2 ol 24 Denn Ng 


oq; oO In 


nicht. Die Untersuchungen dieser Abhandlung bringen daher die Lösung 
des von uns ins Auge gefaßten Problems bei einer sich naturgemäß dar- 
bietenden vorläufigen Beschränkung. 

Der besseren Übersicht wegen habe ich meine Arbeit in drei Kapitel 
geteilt. Das erste hat einen bloß vorbereitenden Charakter. Es handelt 
sich daselbst hauptsächlich um den Beweis folgenden Satzes: 

Es ser ein Gebiet (G) -a; Zw, Za, (=1,2,...n) gegeben. In diesem 
(rebiet seien fi, far --- in stetige Funktionen der x, die nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. Dann gıbt es eine Stelle u,,uw,,... u, der Umgrenzung von @ der 


Art, daß 


Ku, u. wW)=N u, N<0. (=1,%,...n) 
Als in diesem Satz enthalten kann folgender Satz aufgefaßt werden: Zs 
können nicht n im Gebiete (G) -a, Zu, Za, (i=1,2,...n) definierte und 


darın stetige Funktionen F,, Fr, ... F, existieren, welche daselbst nıcht gleichzeitig 
verschwinden und für die Stellen der Umgrenzung von (G) 

F.=«, (i 1,2,..0%) 
hefern. 
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Dieser Satz wird verallgemeinert und gelangt ebenfalls im Folgenden 
zur Anwendung. 

Ich habe mich im ersten Kapitel auf dasjenige beschränkt, was für 
die Zwecke meiner Arbeit notwendig war und habe es vermieden, weiter- 
gehende Betrachtungen anzustellen. Immerhin möchte ich an dieser Stelle 
bemerken, daß mit Hülfe ähnlicher Betrachtungen, wie sie ım ersten Kapitel 
vorkommen, folgender Satz bewiesen werden kann: 

Werden die Punkte einer Kugeloberflache wieder m Punkte der Kugel- 
oberfläche übergeführt und geschieht diese Überführung durch stetige Bewegung, 
welche den Mittelpunkt nicht berührt, so kehrt mindestens ein Punkt ın seine 
frühere Lage zurück. Unter einer stetigen Bewegung ıst hier eine bewegung 
verstanden, bei welcher die rechtwinkligen Koordinaten stetige Funktionen der 
Zeit und der Anfangswerte sind.*) 

Man kann diesen Satz leicht auf andere Oberflächen übertragen; 
auch ist eine Ausdehnung auf eine Mannigfaltigkeit von ungerader Dimensions- 
zahl möglich. Sowohl der letzte Satz, wie auch der vorhergehende, können 
dazu dienen, periodische Lösungen von Differentialgleichungen nachzuweisen. 
Mit Hülfe des letztgenannten Theorems kann im Besonderen die Existenz 
periodischer Bewegungen (in weiterem Sinn) eines schweren starren Körpers 
erkannt werden. Wir wollen aber diesen, von anderem Standpunkt aus, 
mehrfach in Angriff genommenen Gegenstand hier nicht weiter verfolgen. 

Die Methoden, welche in den beiden letzten Kapiteln zur Anwendung 
kommen, haben viel Ähnlichkeit mit denjenigen, welche ich in meiner oben 
erwähnten Arbeit „Über gewisse Differentialgleichungen etc.“ gebraucht habe. 
Als wesentlich neues Element tritt die Ausnutzung des hier vorhandenen 
Integrals der lebendigen Kraft auf. Ohne Zweifel könnte die Ausnutzung 
eines bekannten Integrals in der hier vorkommenden Richtung unter viel 
allgemeineren Voraussetzungen geschehen, als sie bei unserem Problem 
auftreten. Ich glaube aber, daß es sich empfiehlt, zunächst speziellere 


“) Es handelt sich um einen rein analytisch formulierten Satz, den ich hier in 
geometrisch-mechanischer Einkleidung anführe. Ich erwähne denselben namentlich deshalb, 
weil sich mir so vielleicht die Gelegenheit bietet, zu erfahren, ob er in der Tat noch 
unbekannt ist. Der allbekannte Satz, daß der Übergang eines um einen festen Punkt 
drehbaren starren Körpers aus einer Position in eine andere immer durch Drehung um 
eine Achse bewerkstelligt werden kann, ist natürlich ein spezieller Fall des oben ange- 
führten Satzes. 
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Probleme von hinreichendem Interesse zu behandeln. Auf diese Weise 
dürften am deutlichsten diejenigen Einzelheiten hervortreten, die bei einer 
event. späteren Verallgemeinerung zu umfassen sind. So habe ich z. B. die 
Absicht, demnächst ein anderes mechanisches Problem zu behandeln, dessen 
Charakter in oberflächlieher Weise angegeben werden kann, indem man 
sagt: Es kommen in demselben singuläre Koordinaten vor, die aber nicht 
auf eine Umgebung eines speziellen Systems derselben beschränkt sind, 
denen vielmehr das ganze reelle Gebiet als Spielraum zugewiesen wird. 

Ich möchte schließlich bemerken, daß ich bestrebt gewesen bin, nach 
rein analytischer Formulierung des Problems dasselbe auch rein analytisch 
in einer Weise durchzuführen, welche den gegenwärtig berechtigten An- 
forderungen an Strenge genügt. Dieser Umstand möge die verhältnismäßig 
nicht geringe Ausdehnung dieser Abhandlung entschuldigen. 


Kapitel T. 

$1. Bemerkungen über eine Art der Interpolation. 

I. Es liege ein Gebiet 2, =a,+h, ((=1,2,...n: h,>0), welches 
wir mit (@ bezeichnen wollen, vor. Entsprechend den 2” Ecken des Ge- 
bietes 7 (d.h. den 2” Stellen, für welche z,=a, oder a,+h, %=a«, oder 
4, + Ra,...,2,=a, oder a,+ A, ist) seien 2” Werte W gegeben. Ferner be- 
trachten wir eine Funktion der Form 


ai f,20,..20,)=a+bz, +09 + do, x, +e0; + fr, 2%, +92 %; 
+0 ++ ka, + la, + me, + + pa, un. 


Man kann dann die Konstanten a,b,c,...p so wählen, daß f an den Ecken 
die vorgeschriebenen Werte annimmt. Daber sind die Werte der Konstanten 
vollig bestimmt und die Funktion nımmt innerhalb G nur Werte an, welche 
nicht kleiner als der kleinste, nicht größer als der größte W- Wert sınd. 

Um dies zu beweisen,*) bilden wir /(a,, a,,...a,), fa, + A, @,... @,), 
(a, &+h,, a, ...4,, fÜü+h,&+ hr, 0, ...0,), la, 4, a; + Rz, 4,5... a,), 

fa+h,a,@+ fh, a,..a,), fa, +h,a+h;,,a,,...a,), 

Kath, @+h,, a3+hz, a, ...0,), (O5 @2, Ay, ay+ Ay, Azy...Q,),..., indem wir 


*) Ich führe einen kurzen direkten Beweis an; die Richtigkeit der Behauptung 
folgt aber auch unmittelbar aus der allgemeinen Theorie der ganzen rationalen Funktionen. 
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in der rechten Seite von (1.) die entsprechenden Substitutionen ausführen. 
Wir schreiben die erhaltenen Ausdrücke unter einander und erhalten so im 
ganzen 2" Reihen, die den 2" Ecken entsprechen. Wir bilden dann die Deter- 
minante D), der Koeffizienten der 2” Größen a, b,c,...p. Die Elemente, welche 
den 2" ersten Kolonnen und 2”! ersten Zeilen angehören, sind gleich den 
Elementen, welche den 2"”' ersten Kolonnen und 2”"' letzten Zeilen angehören. 
Die Elemente der 2” letzten Kolonnen und 2”' ersten Zeilen gehen aus den 
Elementen der 2””' ersten Kolonnen und 2”"' ersten Zeilen durch Multipli- 
kation mit a, hervor. Die Elemente der 2”! letzten Kolonnen und 2”! letzten 
Zeilen gehen aus den Elementen der 2"-' ersten Kolonnen und 2”! jetzten 
Zeilen durch Multiplikation mit @«,+h, hervor. Subtrahiert man daher die Ele- 
mente der 2”-' ersten Zeilen von den Elementen der 2”-' letzten Zeilen, so 
erhält man anstatt der Elemente der 2””' ersten Kolonnen und 2”"' letzten 
Zeilen O0, anstatt der Elemente der 2”-'" letzten Kolonnen und 2”-' letzten 
Zeilen die Elemente der 2””' ersten Kolonnen und 2” ersten Zeilen multipli- 


. P} . > on—1 5) . 
ziert mit h,. Also ist D,=h@""".D®°_,, wobei D,_, aus + Rs + hm 


n—1) 


analog gebildet ist, wie D, aus @, a, +Ah,,...a,,a,„+h,. Also 


Da ’.D. Dee 7 


n— n—?2)} n—1 


ı (on—1 yn—1 98 g9n—1 oan—1 yn—] 93 n—] 
D,= hi" ID.) ?- DI he" I. - HZ? - Dis = [eh ch]. 


Da die A>0 angenommen werden, so gilt D,+0. Damit ist bewiesen, 
daß die a, b,...p in der Weise gewählt werden können, daß die Funktion 
die an den Ecken vorgeschriebenen Werte annimmt, und zwar ist diese Wahl 
eine bestimmte. 

Da f in z, linear ist, so liegt /(&,,&,... &,), wenn &,8,...$ 
Stelle in @ ist, nicht außerhalb des durch 


eine 


n 


gegebenen Intervalls, Indem man diese Bemerkung sukzessive anwendet, 
findet man: 


GE, &,... &) liegt im Intervalle von f(a,, &,... &) bis fla+ A, &,... & 
f(a,, $, ... $,) liegt im Intervall von f(a,, @;, $, ... 5.) Dis f(a,, @,+ Ra, &, ... $ 
f(a,+ hr, &,... &) liegt im Intervall von (a, +/1, @z, 53, +.. 5.) bis 


fa + h, + ha, &,..- 8); 


f(&, &, ... &,) liegt daher in dem Intervall, welches durch den kleinsten und den 


a)» 
Rh 
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größten der Werte f(aı, a2, $3... 5), (a, , @2+ Ray Sa32. 8m), art Ar, Ar, Sayer. Su), 
fiat hr, @a+M, 55, ...$,) gebildet wird. Die letztgenannten 4 Werte schließen 
wir wieder analog dem Vorigen in Intervalle ein. So liegt z.B. /(@,, «, $5, ... &,) 
in dem Intervall, das durch /(a,, @, «3, &,...$,) und f(@,, @, @3+ Az, &, :.. &,) 
gebildet wird. So weiter schließend erhält man folgendes Resultat: /($,, &,...$,) 
ist in dem Intervall gelegen, das durch den größten und den kleinsten der 
Werte, die / an den Ecken annimmt, bestimmt ist. Damit ist unser Satz 
vollständig bewiesen. 
Il. Es seien zwei Funktionen 


fi=za+bx, +0x,+ da, %+ ea ..., 
heat ßatya taten... 
gegeben. Bezüglich derselben sei bekannt, daß sie für alle Stellen 


v=p, Qu =a, oder =a+h,, dl, oder =a,+h, 


übereinstimmen. Hierbei sind 


P; dA, d;, son d 


BEER TR Er RR 


1» su 


i+ n 


r 


gegebene Zahlen, von denen die A größer als Null sind. 

Dann stimmen die beiden Funktionen an allen Stellen, für welche x,= p 
gılt, überein. 

Für x,=p haben wir nämlich 


fi =A+bx, +09, +Dx,x2,+*- (2, kommt nicht vor), 
 =4+Ba+1%+4%2%,+-- (x, kommt nicht vor). 


Die übereinstimmenden Werte für z,=a, oder a,+A,....,2„=a, oder a,+h, 
(der Index : ist ausgeschlossen) bestimmen dann nach dem Vorigen A,D... 
und 4, B... in übereinstimmender Weise. Damit ist die Richtigkeit unserer 
Bemerkung erwiesen. 

Ill. Es liege ein Gebiet @ und eine Funktion / derart wie in I vor, 
Wir bilden 





o ° . z : s \ Dn (a Pe we t;—ı1, 4; -r h;, Lr1 seo. In] rn fi X, el n di, I; >1u»« Su) 
ya f(a 13 LU), ... Ad i» ... d n/ n . a SE 0 2 u vv. FE , 
OX; h; 


= A+Bu, +04 Dax, + +L2, 2... 2%, 


wobei x; in dem Ausdruck S=A+Dx, ++ +Lx,2x,_,...2,; nicht vorkommt. 
S liegt für die Stellen des Gebietes @ in dem Intervall, das durch den größten 
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und den kleinsten der Werte gebildet wird, die S an den Ecken des Gebietes A 


az zZ a+h,..a,—2,—a,+h, (der Index : ist ausgeschlossen) 
annimmt. 
Also biegt auch - E E für die Stellen von @ ın dem Intervall, das durch 
© X; 


.. . 7 . . . Ö f Y 
den größten und den kleinsten der Werte gebildet wird, die I an den Ecken des 


Oi; 
(rebietes H annımmt. 


$ 2. Über ein gewisses Integral. 


Im Gebiete MV pP Zu, zp;+s; ((=1,2,...n; s,>0) seien n stetige 
Funktionen F\,, F,,... F, gegeben. Für z,=p; oder x,=p;+s; mögen dieselben 
stetige Ableitungen erster Ordnung nach %,,%, ... %_1y Ziriy« +. 7, besitzen; und 
zwar soll dies für jeden Wert des Index © gelten. Endlich sollen F\,, #3, ... F, 
im Gebiet M nicht gleichzeitig verschwinden. Wir setzen”) 


P=-YR+F+..+F%. 


n 


Ferner wollen wir den Teil der Umgrenzung von M, für den «,=p;+s; 
resp. 2;—=p, ist, den positiven resp. negativen :-ten Begrenzungsteil nennen. 
Für die -ten Begrenzungsteile hat 


F Ö F, u Ö F, ©Ö Fi 16, F, 


Ö «di 6) L—1 oO LD;r1 Ö La 
a, (— 1)' oda, Oi Oipı Or, 


mer. OF IF Fr, 
© 


"oa HT. Ot;_1 Ozirı D En 
einen bestimmten Sinn. 
Indem wir da, da, ... da,_, da;;,... da 


Zeichen do, ersetzen, bilden wir 


„ der Kürze wegen durch das 


= [2 do, + [ zudo, ++ [ p.do, 


(n) (n) (n) 
ü, » Q, » d, 
— Pr do, — / Pr do, — + — / pn 40, 
() (v) (v) 


*) Die Quadratwurzeln sind in dieser Arbeit stets nicht negativ zu nehmen. 
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. d; . Be - . ii i RENE. ER ER, Di a - 
wobei /p do, sich auf den positiven :-ten Begrenzungsteil erstreckt, / Du d0, 


(n) \ ‘ (v) 
auf den negativen »-ten Begrenzungsteil. 


Wir behaupten, daß V=V0 ıst. Um die Richtigkeit dieser Behauptung”) 
zu beweisen, werde versuchsweise angenommen, es sei V #0. Wir setzen 
dann |V/|=Jd>0. 

Aus unseren Voraussetzungen folgt, daß, wenn &,&,...2, absolut 
kleiner sind als eine gewisse feste positive Zahl Z,, dann stets 


VF, + &) + Ba + F + €.) > 0 
gilt. Indem wir unter den im Folgenden vorkommenden 7 Größen ver- 


stehen, die vorläufig nur der Bedingung |n| < L unterworfen werden, bilden 
wir für die »-ten Begrenzungsteile: 


1 oF oF Be . Be, 
in A Ar 
+ in oa, + lı2 O8, Hi Or he 11 Az 
nn r 5) r + e y 
' of, OF, OF, OF. 
\F Na — tn, ——ı +n;: — +7,10, +n,, 
(— 1)' . + v OL, + un OX; 1 ” OX, +1 uni U In 
F ( F\, h OF, ol ı s I 
.n + Na di, + Nn2 > 32 y B ni 3a, T Nni+ı pP r ? 
ae Ir , 39 h) \ 
1) A l + N) + (I 2 m N ) + + I n be, N ) 


und zwar bezieht sich das Gesagte auf jeden der Werte _=1,2,...n. 
Wir setzen nun der Kürze wegen 
Ö 


En zu - 


e l e . 3% 
25, S, ... Sa er + . Br + 
s S, S, $, 


Man kann nunmehr eine solche Zahl X >>0 finden, daß, wenn |&,|,...|e,| und 
alle |n| kleiner sind als X, folgendes gilt: 

VF+8&)+--+(F, +8) >0 
für alle &,,%,...x, des Gebietes M/ und 


| di; 2 Be 
P» zur / DE O 


für die beiden :-ten Begrenzungsteile (=1,2,...n). 
*) Das Hauptgewicht ist bei ihr auf die Bedingungen zu legen, unter denen sie 


aufgestellt wird. 
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Wir teilen nun M in Zellen mit Hilfe der Mannigfaltigkeiten 

S; 28; ı Alae 1 
= P: - S Pr fr =p;+ 5 rer U, = P;+ 7 S;. (=1,2,..2) 


Ist die positive ganze Zahl v genügend groß gewählt, so haben wir folgendes: 
1. Zwei Werte von F'; für zwei Stellen einer Zelle unterscheiden sich 
um weniger als Ä. 


P- 


* 'e, F' 1777 * % * K ” [3 
2. Die Werte von „ für zwei Stellen, die in einer Zelle liegen und 
En 


der Mannigfaltigkeit angehören, welche durch die Begrenzungsteile mit Aus- 
nahme der «-ten gebildet wird, unterscheiden sich um weniger als X. 

Mit Hilfe der Werte, welche F, an den Ecken der Zellen annimmt, 
bilden wir nunmehr gemäß $ 1 Funktionen /; für jede einzelne Zelle. 

Wir fassen nun eine Zelle ins Auge. Ä,a,,a,,...«a, mögen aus den 
fi» fa -- /„ ebenso gebildet sein, wie P,ea,,... a, aus den F,F%,... F,. f; liegt 
für die genannte Zelle in dem Intervall, das durch den größten und den kleinsten 
der Werte gebildet wird, welche F;an den Ecken der Zelle annimmt, also auch 
in dem Intervall, das durch den größten und den kleinsten der Werte gebildet 
wird, die F. in der Zelle annimmt. Da zwei Werte von F; in der Zelle sich 
um weniger als Ä unterscheiden, so folgt, daß f; für irgend eıne Stelle der 
Zelle und F, für eine ev. andere Stelle der Zelle sıch um weniger als K unter- 

] 


scheiden. Hieraus ergibt sich zunächst, daß f, f, ... /„ niemals gleichzeitig 


a r a A, 
verschwinden (vgl. S. 191). -; 


Anı'" Mm haben daher einen bestimmten Sinn. 
> 


Bekanntlich”) gilt 


n , 

32 (&)=0. 

i—=1 oO; gr 
Hieraus folgt 


Un 


u . ‚a, * Ay 

0=W= / datt / Am do, — / [Tr do, —.— gan In; 
1 7 N N 

wobei 


da; ] ed A; ] 
md resp. / udo, 
1 | 


N 


sieh über den positiven resp. den negativen »-ten Begrenzungsteil der Zelle 
erstrecken. 


*) Vgl. etwa Picard, Traite d’analyse I S. 124 (1. Auflage). 
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Richtet man sein Augenmerk nunmehr auf alle Zellen, so sieht man, 
daß immer je zwei Begrenzungsteile zusammenfallen, wobei der eine einen 
positiven, der andere einen negativen -ten Begrenzungsteil bildet. Eine 
Ausnahme findet nur statt für die Begrenzungsteile, die auf der Grenze von J/ 
liegen. Diese kommen nur einfach vor. 

Summiert man nun die Größen W für alle Zellen, so heben sich die 
Integrale auf mit Ausnahme derjenigen, die sich auf Zellenbegrenzungsteile 
erstrecken, welche auf der Grenze von J/ liegen. Die Summe > der letz- 
teren Integrale mit dem gehörig gewählten Zeichen ist daher gleich ©. 

Wir wollen nun den positiven »-ten Begrenzungsteil von J/ ins Auge 
fassen und den Beitrag, den er zu V (vgl. S. 190) liefert. Es ist dies 


CO; 
do.. 
Pr" { 
7. 


Dieses letztere Integral kann in eine Summe von Integralen derselben Form 
zerfällt werden, die sich über die positiven »-ten Begrenzungsteile derjenigen 
Zellen erstrecken, deren :-te positive Begrenzungsteile den ,-ten positiven 
Begrenzungsteil von J/ liefern. 
Wir fassen eines dieser letzteren Integrale ins Auge. Man erhält dafür 
ss %, Ss HI] 
va a a" vlprl 


a; | 
Pr | 
wir das entsprechende mit Hilfe der / gebildete Integral zum Vergleich 


wobei für eine Stelle des Integrationsgebietes gebildet ist. Nun ziehen 


heran. Dasselbe ist gleich 


S, 5, d%;—1 Si Sn | d; | 
vv y v vines’ 


di; .. . . . . . r ‘ 
| für eine Stelle des Integrationsgebietes gebildet ist. Nach S. 190 


wobei 2: 
liegt irgend eine der Ableitungen von f,,... /„ nach 3... 2.1, Cayo 
für irgend eine Stelle des Integrationsgebietes in dem Intervall, das durch 
den größten und den kleinsten der Werte gebildet wird, welche die betreffende 
Ableitung an den Ecken des Integrationsgebietes annimmt. 

Man schließt weiter aus dem Umstand, daß die / in jeder einzelnen 
Variabeln linear sind und daß die Werte der entsprechenden / und F an 
den Ecken übereinstimmen, folgendes: Die Ableitungen der / an den Ecken 


26* 
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sind gleich den entsprechenden Ableitungen der F für gewisse Stellen des 
Integrabtionsgebretes. 
ar . . Ö 5 . - D . . . 
Somit liegt A (+?) für irgend eine Stelle des Integrationsgebietes 
OL, 


1 
in dem Intervall, das durch den kleinsten und den größten der Werte ge- 


N y 





. . . OF, . . £ - . . 
bildet ist, welehe „ ” im Integrationsgebiet annimmt. Da die letzteren Werte 


Od, 2 
“ 5 r . . . O r a0. . . 
sich um weniger als K unterscheiden, so unterscheidet sıch Pr jur ırgend eine 
3% Odg 
Stelle des Integrationsgebretes von — für irgend ewme (ev. andere) Stelle des 
oO, 


Integrationsgebietes um weniger als K. 
Erinnert man sich nun an das, was S. 191 und 192 gesagt wurde, 
so sieht man, daß 
a; fur 
ar u 


Daher unterscheiden sich die beiden verglichenen Integrale um weniger als 


Es unterscheidet sieh daher 
on 
pr de 
(7) 


von der Summe der Integrale, die zum Vergleich herangezogen wurden, 
um weniger als 


Entsprechende Untersuchungen gelten für den negativen :-ten Begrenzungs- 
teil. Man erhält schließlich das Resultat, daß V sich von & (vgl. 8. 195) 
um weniger als 


1 ] l 
Bett er |= 


(vgl. S. 191) unterscheidet. Da aber Z=0 ist, so unterscheidet sich V von 0 
um weniger als d. Also ist |/|<d, was einen Widerspruch zu der 8. 191 
gemachten Annahme |V|=d darstellt. Somit folgt, daß in der Tat, wie S. 191 
behauptet wurde, V=V st. 
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$3. Beweis einiger im Folgenden benutzten Sätze. 

I. Es können nicht n im Gebiete (G) -— a, Zw, a,(i=1,2,...n; a, 0, 
definierte und darın stetige Funktionen nr. F,, ME F, eristt ren. ırı /che dası Ihst 
nicht gleichzeitig verschwinden und für die Stellen der Umgrenzung von (G 
F=x, ((=1,2,...n) hefern. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, es seien die ge- 
nannten Annahmen erfüllt. Dann hätten wir nach dem vorigen Paragraphen 

‚"Q& 6; 
> - x m 
>> l Di do, es Dr do,| =(, 
(n) (v) 
wobei die Bezeichnungen denen auf 5. 190 entsprechen und (@) die Rolle 
von M im vorigen Paragraphen spielt. 
Nun ist aber auf der Begrenzung 


P=Yd+.. 42, a=-2, 
; .) . 
01; _ 0; h) ZG do: 
/ p. do, — Pr do, == / / —_— - or r 
u « . \J di 2 ER ng L—1 u” a j di+1 "u 


(") (r) 
wobei das letzte Integral sich auf den positiven -ten Begrenzungsteil erstreckt. 
Daher ergibt sich für die betrachtete Summe nicht Null, sondern ein negatives 
Resultat. Somit sind wir zu einem Widerspruch gelangt und müssen unsere 
versuchsweise gemachte Annahme fallen lassen. Unser Satz ist daher bewiesen. 

ll. F\,, ...F, serien im Gebrete (() — dd <a a (= 1:0. ee u 


n 


stetige Funktionen. Für die Umgrenzung seı F,= x, (=1,2,...n). YırYar-7 
ser ein System, das eine Stelle von (G@) darstellt. Es gıbt dann eıwne Stelle 
ın (@), für welche F,=y; (i=1,2,...n) ıst. 

Beweis. Liegt Y,,Y%:,..-7. auf der Grenze von (@), so ist die Be- 
merkung offenbar richtig. Es handelt sich also nur noch um ınnere Stellen 
von (@). Wir bilden für jede Stelle von (@) eine Größe A nach folgender 


Regel: Ist für die genannte Stelle |F,1 <a, (=1,2,...n), so gilt 


= 





in jedem andern Fall ist =0. Man erkennt leicht die Stetigkeit von A, 

Wir bilden nun die stetigen Funktionen y,=F;—4y,, welehe auf dem 
Rande von (G) mit den x, zusammenfallen. Nach dem im ersten Teile 
dieses Paragraphen bewiesenen Satz gibt es also in (@) mindestens eine 
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Stelle, für welche die p alle verschwinden. Dieselbe liegt offenbar nicht 
auf der Umgrenzung von (@). Für diese Stelle gilt also ,=4-y, ((=1,2,...n). 
Es ist dabei +0, denn andernfalls wären alle F gleich 0 und daher 


= II - a —>(), 


a — yi 
Mithin gilt für die genannte Stelle (vgl. die Definition von A) 


a?— F? 


2 2 
a, —Yi 


B2 





— a.. (m 1.3....W), ı»— II 


ho). 


Wäre nun A>>1, so hätte man 





SER Pr TUCH 
ie HH Pi, 


a —y 
also einen Widerspruch. Wäre A<{1, so hätte man 


R a? — A’? — 
= II- N ne 


>84 
a —Yi 


also einen Widerspruch. Mithin ist A=1 und F,=y,(=1,2,...n); 4. e.d. 

III. Aus dem Gebiet A, welches alle reellen Werte von r,,... x, umfaßt, 
sei eine abgeschlossene Menge 7 gewählt. Die Koordinaten ihrer Stellen 
mögen zwischen endlichen Grenzen liegen. Sollten in beliebiger Nähe 
einer gewissen Stelle « von M noch Stellen von A liegen, die 47 nicht 
angehören, so heiße « eine Grenzstelle von M, andernfalls eine innere 
Stelle. Für alle Stellen von J/ seien rn Funktionen f\, fa, -.. /, stetig gegeben. 
[Dies soll heißen: Sind fi, f2, ... /„ die Werte der Funktionen für eine Stelle 
«u, von M, so kann zu jeder positiven Zahl d eine andere e>0 der Art 
gewählt werden, daß |; —f|<d, sobald die Stelle «’, auf welche sich 
fi, fs... /, beziehen, von w, um weniger als e absteht. Unter Entfernung 
zweier Stellen wird hierbei die Summe der absoluten Differenzen ent- 
sprechender Koordinaten verstanden.] Für die Grenzstellen seien fı, fa, --- /. 
die Koordinaten der Stellen. 

Ist num YıyYayı.. Yn eime etwa vorhandene innere Stelle, so gıbt es eine 
ınnere Stelle, für welche f;=y;(i=1,2,...n). 

Beweis. Wir wählen das Gebiet (G) -—a,Zx,Za, so, daß M ım 
Innern”) von (G) liegt. Wir ordnen nun jeder Stelle von (@) Funktionen 


*) Hiermit soll darauf hingewiesen werden, daß die Umgrenzung von (@) aus- 


geschlossen wird. 
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(Ps Pay Pu In folgender Weise zu. Ist die Stelle eine Stelle von M, so sei 
y;=f;, andernfalls =. Man erkennt leicht die Stetigkeit der g im Ge- 
biete (7). Für die Umgrenzung von (G@) haben wir =.x,(=1,2,...n). 
Somit gibt es nach dem Satz, der im zweiten Teil dieses Paragraphen be- 
wiesen wurde, eine Stelle von (@), wo 


Y—=Y:- (m1,2,...0) 


Diese Stelle muß eine Stelle von M sein. Andernfalls wäre für sie 
=, (=1,2,...n), während die x, %,, ... x, nicht mit dem System y,, y:, ... 
zusammenfallen, da diese letzteren eine Stelle von J/ darstellen. 

Es ist die genannte Stelle keine Grenzstelle von MM, da für eine 
solche g,=x,(1=1,2,...n) und y,,7>,...7. eine innere Stelle ist. Also ist 
die genannte Stelle eine innere Stelle von M. Für eine solche ist 


p=fi- ( En 
Wir haben also ;=y;=1,2...n); q. e. d. 


$4. Folgerungen aus den Ergebnissen des $3. 


I. Es sei das Gebiet (6) 4 ++ "+2, gegeben. Für jede 
Stelle des Gebietes seien &,,&,...$, gegeben, und zwar mögen $,, 8, .... & 
stetige Funktionen der x sein und nicht gleichzeitig verschwinden. Wir 
wählen nun eine Größe r gemäß der Bedingung O<r<ÄX, im übrigen 
beliebig, und definieren neue Funktionen w,, ,,...y, folgendermaßen: Für 
alle x des Gebietes «+03 + +4, r’ mögen die w mit den & zusammen- 
fallen. Für die Stellen des Gebietes "<<. +23+ +4, R’ mögen die 
v gegeben sein durch 


u A 


vyestrR, (w; —$,), (=1,2,..n) 
wobei 


o=VYatat tan. 


Man erkennt leicht die Stetigkeit der w. Ferner sieht man, daß die w für 
eine Stelle der Umgrenzung von (@) sich auf x, %,,..., reduzieren. Es müssen 
daher nach $ 3, III die w mindestens für eine Stelle von (@) gleichzeitig 
verschwinden. Dies kann keine Stelle des Gebietes ++: +2, r’ 
sein, ist also eine Stelle des Gebietes "<atnt++u,ZzR. Wir 
haben dann 
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+, .&-5)=0, (R-QE+E-N)=0. 
En 

Öftenbar ist weht R—oe=0. Also kann man schreiben 


KR 3 Zr 9 Fu Pr (=1,2, ..n) 
AA 

ltr re 

Nunmehr wählen wir ?,, 73, ?3, ... für ” in der Weise, daß 7,,7,,73,.. > #. 
U, ,... seien entsprechende wie vorhin gewählte x-Stellen. Man hat 
&=v'x etc. 


In 


v=— 





„._ Altlelt+lal 
alte t+ + en 

(Die hier benutzte Bezeichnung wird ohne weiteres verständlich sein.) 
Die x’, &, ... haben mindestens eine Häufungsstelle X,, A,,... A,. Man 
kann daher aus den Stellen «', «”,... eine Reihe von Stellen x, x, x etc. so 
auswählen, daß sie nach der Stelle X,, Ar,... A, hin konvergieren. Da die 


den Stellen «, «”, ... entsprechenden E',0",... den Bedingungen 


ete. 


BEDR, RSe'>n, ete. 


genügen, so konvergieren 0',0",... nach A. Dasselbe gilt von 0,0, 0 etc., 
welche den Stellen , x, x, ete. entsprechen. Andererseits konvergieren die 
0,0,0, ete. nach YXA?+ X? +. +X2. Also ist YA? + X? +. + =R und 
mithin liegt die Stelle A, A, ... X, auf der Begrenzung von (@). Man findet 


—— 





weiter: &,S,... (welche «, x, .... entsprechen) konvergieren nach £1, 23, ... £,, 
d. h. dem $-System, welches X, &,,... A, entspricht. v, v,... (d. h. die 
v-Werte, welche x, x,... entsprechen) konvergieren nach 
n-_ Alt +e+l& 
BAR IP .M EZ Zp 

Es ist also 5= NA, (t=1,2,..n), N<0. 

Also gıbt es eine Stelle (X) der Umgrenzung von (G), für welche die 
(rleichungen bestehen 





u=NA, N< 0, (iza1,2,..0) 


wober die Z die Werte der $ sınd, welche der Stelle (X) entsprechen. 

II. Es sei ein Gebiet (0) -a, =, Za,(i=1,2,...n) gegeben. In 
diesem Gebiet seien fi, fa, --- /„ stetige Funktionen der x, die nicht gleich- 
zeitig verschwinden. 
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Wir führen das Gebiet (A) «!+23+-- +2) =1 ein. Deuten «', ', 
auf eine Stelle der Umgrenzung von (@), &,&,...&, auf eine Stelle der 


n 


Umgrenzung von (//), so werden dureh die Gleichungen 


0 
=) &; 


1. ERSREON 
( ) | 2 + u, + ... x 


die Punkte der Umgrenzungen paarweise eindeutig einander zugeordnet, wie 
leicht zu sehen. Die & 


1) 


sind offenbar stetige Funktionen der x. Daß auch 


() ) 


die 4,2%, ...2, stetige Funktionen der &, &,... 


) 
) 


sind, beweisen wir in 


foleender Weise: Es mögen die &,&, ... & irgendwie nach der Stelle 
© en 19 o 


Ns May 7. auf der Umgrenzung von (FH) konvergieren. Wir fassen bei 


IB) 0 


diesem Prozeß die entsprechenden «', 22, ... x) ins Auge. Die Stellen, welche 


() () 


bei dem genannten Prozeß von den &,.%, .... x, geliefert werden, haben 
mindestens eine Häufungsstelle auf der Umgrenzung von (@). Man sieht 
aber leicht, daß nur eine derartige Häufungsstelle vorhanden ist, und zwar 
sind ihre Elemente nichts anderes als diejenigen X. 45, ... 2), welche 
My May... 77, entsprechen. Es seien nämlich %,,%,... 7, die Elemente einer 
Häufungsstelle.e. Dann kann man aus den Stellen, welche $,,&,...&, bei 
dem Konvergenzprozeß der Reihe nach darstellen, eine keihe von Stellen 
[Ss], [5], ete. derart wählen, daß die entsprechenden «,, 3, ... x,-Stellen nach 
der Stelle %,, %,... ,. Konvergieren. Da aber bei dem Konvergenzprozeß 
stets die Beziehungen (1.) (siehe oben) bestehen, so folgt 


Yi 


= a % Tr n» 
IY; Y; EIER DU 


Es sind somit 7,,72,...7, und %,,%s,... y, entsprechende Stellen. Aus dem 
eben bewiesenen Umstand, daß es nur eine Häufungsstelle der genannten 
Art gibt, wobei die Elemente derselben n,. 7», ... 


in 


entsprechen, folgt, dab 


bei dem oben beschriebenen Prozeß x, x,...x, nach Y,%,...y, Konver- 


N 


gieren, wobei %,, %r, -.. 4. diejenigen &,,....x, sind, welche n,. 7; »-. n, ent- 


sprechen. Damit ist die behauptete Stetigkeit der als Funktionen von 


fa) 2 ) () 


51,82, ... 5) betrachteten «, 25, ... 2, bewiesen. 


Wir setzen: %=9g,;(8, &,...&). Nunmehr wollen wir das Gebiet (/7) 
ins Auge fassen und für den Augenblick die Stelle =1,=:-=12,=(0 aus- 
schließen. Das dann erhaltene Gebiet sei (7/7), Jeder Stelle &,,&,..., von 


(FH) ordnen wir eine Stelle von (G) zu und zwar durch die Gleichungen 


Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 3/4. I7 
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3 &, 


Ve+&+-+2' yerit- +87 


Die x sind stetige Funktionen der 5. Mit Berücksichtigung des Umstandes, 
daß die g zwischen endlichen Grenzen liegen, erkennt man, daß, wenn 
»,...%, alle nach O streben, auch alle © nach 0 konvergieren. Ordnet 
man daher schließlich der Stelle 5 = &=:---£,=0 die Stelle , =1,= 2, = 0 
zu, so hat man den Stellen von (Z) Stellen von (@) so zugeordnet, daß die 
x stetige Funktionen der $ sind. Diese Funktionen seien [«,], [x], -.. [%,]- 
Weiter ordnen wir einer Stelle von (7/7) die f;([,], [x]; --. [%,]) zu. Dieselben 
sind in den $ stetig und verschwinden nicht gleichzeitig. Also gibt es eine 
solche Stelle 5,3, ..., auf der Umgrenzung von (77), daß 


Un 


>19: 


AA] Aal, A) rn 9 <0, 
wobei [X], [AR], -.. [A] die Werte der [x]. [x], . .. [%.] für die Stelle 5,2, ... , 


sind. Nun haben wir 





[X] PR FRE m Ä 
| J ı 4 + 4 us, 5° 4 RORRTE, 5 |) =; +2? TB, 


Also 
[X] =ßp: (= ... =). 


Nach 8. 199 folgt nun 


z= 1] 
IX’ + 1%, +4 [A] 
Mithin 
2 . van v. X; 
AERTORN Ep ı Er EN 
X’ + RL,’ ++ [A] 
X]. [Aslı ...[A,] ist eine Stelle der Umgrenzung von (@). Also gibt es eine 
solche Stelle u, ,%,,... u, der Umgrenzung von (G), daß 


n 
ku , u.) = Nu, NO. (=1,2,...n) 


Der Satz bleibt natürlich richtig, wenn man an Stelle von N <0 
N >00 setzt. 





” 
$ 
3 
es 
n 





Bohl, über die Bewegung eines mechanischen Systems. 


Kapıtel II. 


$5. Die zu Grunde liegenden Gleichungen und unmittelbare 
Folgerungen aus ihnen. 
Es seien die Lagrangeschen Gleichungen der zweiten Form für den 
Fall der Existenz einer Kräftefunktion 
deT oT au 
dt Ow; 00; dw, 
gegeben. Hierbei bedeuten die & die allgemeinen Koordinaten, welche zur 
Bestimmung der Position des Systems dienen. T, die lebendige Kraft, ist 
gegeben durch 


I=2ZA,. ww. 


Hierbei stellen die A-Koeffizienten Funktionen der » für eine gewisse Um- 
gebung einer Stelle ©,,, @3,... @,, dar und sind in diesem Gebiet stetig sowie 
mit stetigen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung versehen. Die 
Kräftefunktion U sei in einer Umgebung von @,,, ©, ... @,, eine stetige und mit 
stetigen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung versehene Funktion 
der w. Wir nehmen an, daß T>>0 ist, wenn die & einer gewissen Um- 
sebung von (9,0, Day... @,,) angehören und die w nicht alle gleichzeitig 


. L ” 0 
verschwinden. Für ©, =0,, % = ®3),...0,=®,, mögen die verschwinden, 
u) 


sodaß also (©, @u,...@,,) eine Gleichgewichtslage darstellt. 
Indem man, wenn nötig, eine lineare "Transformation der Koordinaten 
vornimmt und zu U eine geeignete Konstante hinzufügt, gelangt man zu 

folgenden Voraussetzungen: 
doetT aT ou 


dtöwo; 0w dw’ 
2T=w+oR+.-+0?+ Fa,,o.u), 
2U=yo ++ +Y,0.+Y- 


Hierbei sind g und die a,, für eine gewisse Umgebung der Stelle 


ET 9 OSrE TE — {) 


stetige Funktionen der ® mit stetigen Differentialquotienten I1-ter und 2-ter 
Ordnung. Für =w,=--=w,=0 gilt: a,=9= =, 7 _=0. 
14 rF ur 1 2 n gilt rs f 00, 0w; 0 Du 


)7%* 


-d 
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YısY2y m Sind Konstanten. Wir haben nur dann T=0, wenn alle 
o—=0 sind, sonst 7>>0. Je nachdem y; negativ, positiv oder null ist, soll 
o, stabile, instabile oder singuläre Koordinate heißen. Diese Benennungen 
sollen keinerlei weitergehende Behauptungen vertreten. Wir machen die 
Annahme, daß heine singuläaren Koordinaten vorkommen, und wollen die sta- 
bilen Koordinaten mit ., die instabilen mit y, bezeichnen. 


Indem man die Lagrangeschen Gleichungen nach den &»" auflöst, 
erhält man 
0, =y,0+.42,, 1,2:u.0) 
ie DIE 


lo 
’ A) I “ 
De 2 00; . = Pi (9 u Pu 2 oc 


$ ‘ 
+0, w,w. 


Ju 
Hierbei sind die 5/, und /,, für eine gewisse Umgebung von 
==. W,=( 


stetige Funktionen der ® mit stetigen Differentialquotienten erster Ordnung. 
Für ©, =: =w,=0 verschwinden alle %. Die 2, sind hiernach Funktionen 
von » und, und zwar für die einer gewissen Umgebung von 9, = =w,=(0 
und für alle ©. Diese Funktionen sind in diesem Gebiet stetig und mit 
stetigen Differentialquotienten erster Ordnung nach den ® oder w' versehen. 
Für = 0w,=.- ==, =W=:-=w,=( verschwinden die (2, nebst ihren 
Differentialquotienten erster Ordnung nach w, w'. Indem wir nun die stabilen 
und instabilen Koordinaten, wie oben erwähnt, mit den Buchstaben © und y 
bezeichnen und ferner & und 7, für &; und y, einführen, erhalten wir 


de; de; „) r 
Er F "=" nc.+Ä 
dt ”r dt P: A, 
Ay dnu 2 r 
dit — Nur Zu Yu Yu 4 # 
ku), uz1,2,,..4N; M+N=n). 


Die A, F sind für eine gewisse Umgebung von 
U, = 4h,= +l(,= Yı = MW LER y.=0 


und alle S, 7 stetige Funktionen der z, y, $, n mit stetigen Differentialquotienten 
erster Ordnung nach ,y,$,n. Für @=y=&=n=0 verschwinden die X, Y 
und ihre Differentialquotienten erster Ordnung nach x, y,$,n. 
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Es besteht das Integral der lebendigen Kraft 


M N M N 
Zr trZzp&— Sm Yur R= konst. 
— = ı1= r ‚ 


Hierbei ist = 38a, w,o,—g. Somit ist R für die «,y einer Um- 
gebung von @=y=0 und alle $,n eine stetige Funktion von «, y.&, 7 mit 
stetigen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung nach ı. y,&,n. 
Füre=y=$=n=0 verschwindet Z# nebst den genannten Differentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung. 

Wir wählen nunmehr positive Zahlen a,,a,,...a, in der Weise, daß 
das Gebiet (T) |w,!<a,, |w,| <a,, ... |w,| <a, sowie seine Umgrenzung inner- 


halb der im Vorhergehenden vorkommenden Umgebungen von 
ww, e2 0, zu 000 uw W),, sie () 


liegen. Im Verlauf der ganzen folgenden Untersuchung heschranken wır uns 


auf w-Werte des Gebietes (T). Weiter führen wir die Bezeichnungen 
UT Nut Qu Yar Nu Qu Ya 


ein, woraus v,+v,=2[n„+ 4.4.) sich ergibt. Ferner bezeichnen wir den 
größten Wert unter den 
oX| oX oX oX oYy oY oY oY 


4 ‘ 2) ‘ \- 4 , 5) 


en b) [2 [} “ # 
O@ o& oy om 08 oE Oy on 


für eine Stelle &,, ... un Sy +. an Yıro-+ Yan Mrer- Nm Mit g(@,&,y,n). Dann 
haben wir 


RR 2 u ee; E. N 
KSsas nn [Zelt zisit &ln.lt zn.) 
i= — 7 


u 


.e- , ” M_ N N 
IY,.I=969, 2,9,8, I; F n) [x 1;|+ 2 I5;1+ > Iyu14+ ei |; 
= ı l u l 


em] 


0<r<1, 0<9,<1. 


Wir bilden noch 


du: . y 
Mir ? 
/ en 2qu U, + 2 U, F, 
at 
dv; 7 r 
zn un y” In 
dt 2q,v,+2v,F, 


UNTEREN WET? 
(+) =25 N, 
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Nunmehr fassen wir zwei Bewegungen ins Auge. Die x, &,y, n-Ko- 
ordinaten sollen dabei für gleiche £ mit 


’ cr : „r £ ei ' „iR 
U;s Sis Yur Nu und u t+%, + S$;, YatyYas Nut nu 


charakterisiert werden. Die Unterschiede der X, F für die beiden eben 
dargestellten Stellen mögen mit X/, Y, bezeichnet werden. Dann ergibt sich 














M M N N 
Fri Zu ; 2 ‚’ c ei ' ! a „’ BR el 3 ' e 
IX|Zga+ra Hr ytryıntam) [EZ S;+ = Yul+ = In.l]. 
ıi= = u= u= 
IF, =?’ (xc-tH % + EL ver 9 I ' 5 y' . ce 4 ' - >. 
| I\ DT‘ uSıyti uyınH „N ) Sl«lt. S;|+ 2 \y.l+ = |n,| , 
i= I u= Pr 
d'; ut ds; ii3 r 
Fräiuh0 RR: 
dy, N dn) 2 ! ! 
dt _ Nu I dt er: Tu Yu + Er " 


Es möge die Bezeichnung 
' ! ' ! ! ' 
um Bu N + Vu Yan Du um Nu 62 Au Yu 
eingeführt werden, woraus sich ergibt 


u. tv, =2[n. +0 Yal- 
Man erhält: 


du‘: 19 ' 1 
KH Ba, & 
Fa 2q, un +2u,F,, 
dvs 2 ‚12 >) „' y' 
dt = 24. Ur 00, u) 
d 


e!? 2 „a _ ar Tr 
dt ($; +P; z,)= S; 4 R+ 


$6. Fundamentale Hülfssätze und Folgerungen daraus. 
I. Es seien 4, d,... Zus mM, My, ... m, irgend welche positwe Zahlen. 


Ferner Mögen $1, 835 +. Say Uiy bay re Lan Zus Zay - Zy reelle Variabeln bezeichnen. 


f sei der kleinste der Werte /,, /,-p,, m,- Er - und g der größte der Werte 


!,m,. Wir setzen 


H 


I=g: YM+N. 
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Dann gilt immer 











/ F m „ > | > ) N ) . M N | | ( ] 
h) 3 .ö 2 2 a) 2? .2 7 \ > h) v ! 2 
T- | 2 l; (5; +P; t/)+ a IM, “u - P> Is; +2 t\+ R ) u 
4! pk=1 ie] 1 ui u 
/ M p) Fi N b) y —— u 1 N 9 
4.VYzis; + 2m, 3, >21 |s|+ &Z m, |2,| 
==] u. i=] u=1 


Endlich soll q den kleinsten q,-Wert bezeichnen. Wir beweisen nun 
folgenden Satz: 
Es seien I, Ray... I Mm, M;,... My, 0 irgend welche positive Zahlen. 





Wir wählen eine solche Umgebung”) 2 von a=S=y=n=(0, daß darın die 
partiellen Ableitungen erster Ordnung der X,, Y,, nach den x,5, y.n dem ab- 


soluten Betrage nach kleiner sınd als 


q 147 


I-+g / Y ? / l+g y 
I+ /N) A--YVN‘ ayN(rı N) 
(+, VN)(4+VN) VAr+,, N) 
Hierbei sınd I',A den gegebenen & m, SO zugeordnet, wre PS unmıttellar 
vorher erklart wurde. Diese Umgebung ( hesıtzt folgende Eigenschaften: 
1. Liegen hei zwei Bewegungen die x, 5, Y, n-Stellen fur l, dd: (t, > A 
ın 2 und ıst für t=t, 


J 


” N N N 
„' 1 “ > er? 2 „an n .z ‚12 . 2 . ‚’2 
r=.2£ (&+Pp%)+ 3 m, ie WM, U, zu, #V, 
1 u] u=l ul 
wobei die bedeutung von «,&,wu,v' aus $5 ersichtlich ist, so gilt "! <O für 


das Intervall <tZ=t. Ferner ıst für das Intervall = tt, 


r—>Na—o Ti 
dt u—1 ! Be R 
und wır haben 


N N 

a) 2 ‚„(29—0) (t--,) \ 2 
P Un > € 2 U uns 
nal u=l 


wober die Indizes 1 und O0 auf die Momente t, und t, hindeuten. 


5 Wenn von einer Umgebung von mm eye gesprochen wird. so ver- 
stehen wir darunter, wofern nichts anderes gesagt wird, ein durch 
| <a, | <e, |yu<b,, | nul<Pu 


definiertes Gebiet, wobei jede den Bedingungen 2; <Ta;, y„ <_b„ genügende «x, y-Stelle 
dem Gebiet (T) (s. S. 203) angehört. 
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. Liegen ber zwei Bewegungen die x,&,y,n-Stellen für, —>t>t (L<4,) 
ın (2 von st für t=t, 


M N u 
' u) 2 12 \ 2 j — 

= = l, (&+p;a )+ 5 m, n_5 v, <o0, = v, +0, 
[ h= hel = 


so gilt Ss <O für das Intervall W>t>t. Ferner ıst für das Intervall 
N u 
EEE vV <— @g-0) 2 >’ a 


und wır haben 


N 


vn? So? 9-0) (to-t,) ’ 2 
>> Vu >€ 3 vi, 
u=l put 


wober die Indizes LT und O0 auf die Momente t, und t, hindeuten. 
Beweis der ersten Eigenschaft von 42. Wir wollen irgend e einen t-Wert 


des Intervalls 4<t<-t, ins Auge fassen, für den "<-0 und 5 u, +0 ist, 


u=] 
u r dr' . on 
und für ihn 7 bilden. Man erhält 
( 
dr' u ) er 7 N N 
Tal > F2EX;,+ 5 S mi 2q,0,+2v, r.) 229. u, + 2u, F)<- 243 > U, 
di i=1 u 1 ’ kl 
M N N N 
° Y c h) „r “ \ „I! B; \ r 
2q [2 Si N - d; 4 = Nu t = Yu | -M vo‘ N 2 N ; \ 
+ a2 B [; S; +2 MN, Oi je P U, J)* 
= i= > — j 
(r+-1yN) (a+YN) # er 
Aus 
' ' ' 
Uut Yu 1 U — Yu 
Un TR ) ’ ’r Yu " 5 
folgt 
- 1 + q i N 
! ! .- H ! „! 
Nu + Yu er ( U rt u ) ) 
“Au 
YM „7 N N M Bi 
tn an na i ' vyla If u +4 ' ! 
B S, +2 «U; E Nu +2 Yı =". ( Si + v,\)-F 3 5 ( ut um yi 
=} i=1 pl wa (= pl 2 gu 


Mit Rücksicht auf das zu Anfang dieses Paragraphen Gesagte er- 
kennt man, daß der rechts stehende Ausdruck 


rl . 1+ 7, ‚" 
2 ’' N 
<A 2 1; (@ 2 . + E mv. + Tr Y Vz“ 
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Diese Summe ist aber, weil "UV, 


I+q u. 
z(r+1YN)Yzur. 
” -(4 u! ’ 


Die Einleitung dieses Paragraphen ergibt weiter 


7 nn 
u =l 1 u=l 


W N } 
R E & 4. »3 m, 1° < # ] | , E S 2 TR m‘, v 4 
fe | 


Berücksichtigt man »’<-0, so sieht man, daß die rechte Seite gleich oder 


und daher 


HH 


N 
kleiner ist als 4 x”, 


u=] 
M : \ \ \ 
u) 7? Ss a) 2 ! ' N 1 
SS +Emv.+3% (I+YN)V Eu 
1 ul ’ u \ 11 


Somit haben wir 


1 + we 
+ | 24 f+ IyN)y zu; | 
dy N en 2g / hr / y 
m <-242u+ | IJ+VN)VE u... 
( ui ' na gq \ h \ / 
(1 7 YN)(A+YyN) 
(4 
. nn . N r dr' 
Also ist für den ins Auge gefaßten /-Wert ,, <0. 


Aus diesen Betrachtungen folgt zunächst, daß für =, auber r U 
. <0 gilt. Für {-Werte des Intervalls <<? /,, welche sich genügend 
wenig von Z£, unterscheiden, hat daher r’ einen negativen Wert. Wir behaupten, 
daß in dem Intervall „<<, immer f! <-O gilt. Zum Beweise nehmen wir 
versuchsweise an, diese Behauptung sei in einem Fall nieht zutreffend. 
Dann gibt es einen solehen /-Wert 7 des Intervalls 4,<Z/--/,, dab für 
=T r =0 wird, während für „<< T r’<-0 gilt. Dann muß ein Z-Wertr 


oO 
existieren, welcher der Bedingung 4,<r<-7 genügt und für den ,, 0 
R 


ist. Für diesen Wert z ist "<<O0 und daher F v, >0. Somit gilt für den 


IH 
a ’ 
hai 
7 4 


Wert z nach dem Bewiesenen 7 < 0. Wir sind also zu einem Widerspruch 
gelangt und müssen unsere versuchsweise gemachte Annahme fallen lassen. 
Somit ist unsere Behauptung richtig. 

Aus dem Umstande, daß für „<t<t "<-O gilt, folgt 


v 


3 uw >0 für „<t<t. 
= 


Pr — 
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— — N > 
Es gilt daher für das ganze Intervall „Zt 3u,>0. Nunmehr 








u=l 
bilden wir 
a. m N & 
.- zZ u= 2 ut 2 Eu, u.T, 
. = it N ' ud l+ı fi , f 
N 20(. (Eta)ltz 5, u (u) + lol, )) ER 2 
>29 3 u, -— — BEL... m A -YN ] zu” 
pl 2yA (I+ R q N) Bl 
( 
er 1 % 4 7 8 2 
u 20(T+ =. N)yzw: / 
>-2u2 Un re Pe — a ge — I > Un 
au 2yäX(r+t1yN) gm 
q 


Somit ist in der Tat 


Aus der letzten Ungleichung folgt 


—(?2: ( d —( | — (22 — t ud ı?2 n. 
at H= at nz 


Also ist 


N 
—l2g- o)t , -(29—-0)t, 9 „,'2 
€ q ı % Yun . e 9 5 U 


— 0) 
u=l Se ” 


und 


N 
BB Ale? Du halte F U 
u=1l ul 
Damit ist die erste Eigenschaft von 2 bewiesen. Der Beweis der 
anderen Eigenschaft ist dem eben dargestellten völlig analog und kann daher 
hier übergangen werden. 


Auf Grund des Vorhergehenden erkennen wir sofort folgende weiteren 
Eigenschaften von 2: 
3. Liegt bei einer Bewegung x, $,y,n für ztZzt (h>L,) ın (2 und 
ist für t=t, 
M N 
r= 31 (E+pi )+2 y m, v 2 ud, zu+V0, 


i-1 ul ul 
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’ Jung Y 2 


so gilt r<O für das ganze Intervall ,<t<t,. Ferner ıst für das Intervall 


ınd wir haben 


wober dıe Indizes ) und 1 auf dıe Momente t, und t, hindeuten. 
4. Liegt bei einer Bewegung x,5,y,.n für , —t th (h<t,) in (2 und 
ıst für 74 


M N N N 
2 er , \ 2 ? re - ET, 
s=3sl(Etpi)+t Emm Eu<0, zZv,+0, 
1== u { 


so gılt s<0 für das ganze Intervall u > >h Ferner ıst fur das Inter- 
vall u >E << r, 


a 
u 
_ 
er 


‚ .- a /» - = „a 
|. en — (24-0) Ze VD; 
ul } 


und wır haben 


N N 
Sn > er) ( ) 5. 
— ul - — 1’) 
al u=l 


wober die Indizes O und 1 auf die Momente t, und t, hindeuten, 


In der Tat werden diese Eigenschaften aus den oben angeführten 
erhalten, wenn man als zweite Bewegung diejenige hinzunimmt, bei welcher 
=$=y=n=VQ für alle £ gilt. 


Wir wollen nun annehmen, es seien positive Zahlen 


| 


1a A ER On nem em, =m< 1,0 


gewählt und eine Umgebung (2, nach Anleitung von S. 205 diesen Zahlen 
zugeordnet. Es gilt dann folgender Satz: 


Es mögen zwei Bewegungen für -tT<t— t,+r (T>V) im Gebiet 2 

. e. r .. r N 7 a.» N ‚7 ... 

liegen. K bezeichne den größten der Werte E u‘, furt=t+tTund$ v, für 
ul ui 


n o N 7 N rm y.. 
t=1,—t. Dann sind Fu, und Ev; für t=t, 


u 
ae ui 


> 


‘ V 
- hy 2 /e'?2 WR 7 912g 0 
“u ‚ys m? 4 ($; +P:; LU; )+ A ‘ e. e x 
— 
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Die hierbei gebrauchten Bezeichungen werden nach dem Vorher- 
gehenden ohne weiteres verständlich sein. 


Beweis. Wir haben für =t, entweder 


7 N N 
\ 1? fer? 2 nr 2 u Nr au? 
[3 2E (5; -FP; %; „tm >) = > Un 
| u=l u=l 
oder 
E N .- N ” 
55 G Gt) EV, < Lu. 
m u=]l u=l 
Im zwerten Falle ist nach S. 205 
(2.) EEE Zu, 


f} = u 
/ f t +7 


wobei unterhalb I auf die Zeiten hingewiesen ist, für welche die ent- 
sprechenden Größen zu bilden sind. 


Für ?=4, gilt ferner entweder 


(3.) 5 + PpR)tm > ur ®) 
: ==) Su ul 
odeı 
M \ \ M en N 
rn I (&’+P; a) tm FE az Pr 
i=1 Fe 
Im /etzten Fall ist nach 8. 206 
(4.) 3 vr = e NT 5 vn 


t—T 


Betrachtet man nun einzeln die möglichen Kombinationen (1,3), 
(1,4), (2,3), (2,4), so erkennt man die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Aus dem eben bewiesenen Satz folgt unmittelbar: 

Liegt eine Be wegung bo TC I<btt (T>0) ın (2, und bezeichnet (7 
den größten der Werte 35 s „füurt=t+T und & v,fürt=t—T, so sınd S un 


a) u=1 wu) 
N # 


und Fr, fürt=t, 
It 


») 


I. are +tpa)+ Re. 


- m 


In der Tat, es genügt zum Beweise, die durch @=5=y=n=0 für 
alle ? dargestelite Bewegung hinzuzuziehen. 
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Wir wollen nun noch einige Bezeichnungen erklären. Es sei 
!, — I,=.-- — = / >V, m, = It, zn 0... My = 778 ” U), 


Dann wollen wir die den /,, m, 
dieses Paragraphen) mit £(/, m) und g (/, m) bezeichnen. Sind für eine Um- 


zugeordneten f und g (vergl. den Anfang 


gebung von @=5=y=n=0 die partiellen Differentialquotienten erster Ord- 
nung der A,, Y, nach x, 5, y,n absolut kleiner als 





/ 
VY2M+N l+y y , 
—- A ( (1. M + A ww N\ 
f(l, m) t 24 ) ) gi IE) ) u I I l 7 
so entspricht diese Umgebung den Größen 
nehm —=ml,=1, nzn =. em, =im, 
») N 
g= 1 


g al,m)yYM+NryXN 


im Sinne des zu Anfang dieses Paragraphen bewiesenen Satzes. Wir wollen 
setzen 
: 24V N 
ol, mn) = 7 - oe 
a(l,m)YM+HN-+YN 
Öftenbar ist O<o(/, m)<2q. 

II. Es seien /, m, positive Zahlen. Wir wollen annehmen, in einer 
Umgebung CÜ der Stelle e=5=y=n=0 seien die partiellen Ableitungen der 
X, Y nach den x,$,y,n absolut kleiner als 

Te 
k=- | gr 
1-2(M+ N) 
Hierbei bedeuten: 4 die größte der Zahlen /, m,1; x die kleinste 


2ı 2 . . r ( 
der Zahlen /p,/, m, —1-, I, & die kleinste der Zahlen h, £. 
l+qg’1+9g B 


Wir wollen annehmen, daß zwei Bewegungen für ?>4, in © bleiben, 
und ähnliche Bezeichnungen wie vorhin anwenden. Wir bilden 





d Iht ) - 1) 2 .n 2 ni 2 -i 2 
geh - u © + E ud * EN ng 4 To any = 
dt (e (/ P ($; m Pi d i J ın Ss U m l 4} 
det ul ul 


u N N 
Ne „echt 2 . f/rl3 a ? y 2 # 
=2he""[l SG: + a) tm Zu, — v,| 


u=l vual 


M N N 
Dy 2 = .. y 2 r 9 2 fi ! ry . < FR 2 ' ry u 
+22 Ktm’r (2, w+2u,f)-2& (24,04 +20,12])> 
62 uU 


u=l 
































\ 


9=9-" "YaM+ENYM+BN=g-2% 
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. . I n. 2) 2 
ZA HRS ( (SC + pi) + m? (+9) Muth 2, 
Fear u=1 


M N N 
2 ı |c! 4j 2 0 ' r1 „! 7 
— [I 2 5: A; +m 2 u E +2 1v, 71}; 
LT U== [7 
X'| rr — aM f 
X, MISEERHEN+E yul+ m.) 
I= ul 
Y +g 
<k(E (x; + E, )+2 > ( U, + |) > ) 
= 1 4 
1 u 2 
(z Ip +l »+2 S x (m DA + |v' .D) 
je] 
k. . FODR.. 1 URHDOR BEST BEER 19 
ne ‚2M+2XN | FE(pa+E 2) m? 3 zu +23v. 
i=1 nut u=l 
Ferner haben wir 
) M .f ) N ! 3 N tz, = n aM = N N N N 
"IE +m’z5 u. +5 v,|<AllE Ss tm U, + 53 Vu | 
i=1 u=l u=! ( u=l u=1 
ar Re 2 Tr a Fer 
AYM+2N YV S +) tmizsu tr v,. 
iz ul ul 
Somit ergibt sich 
d (e* [1 7? 5 (8 2 2 2) + m? = u? 5 v2]) 
dt = rPp Fre a ul nu 


1Zz 


2e |{h- EVaM HIN MEN] SE +pte Hm x u) 


hd R 5) y 
+9 -h- - 121 +2N YM HN] & vu 


u=l 


mr = V2ZM+2NYM+2N][Ü 2 5 St pi IM ur _ s 0.) 


=ı ==]. ul 
+[g9-"-VaM+2N VM+2N]- z v3}. 
h=l 


Wir setzen nun 


aM N N 
, 1) 2 ‚r? > . ı? a Rp. 2) 
PE(&+pa)+m 2 Wn—L v2]. er Ep N, 
em um pe 


Ferner bemerken wir, dab 


VM+2N 


Y2M-+2 38.97 a: 
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Also ist 
2kl on 
—-V2M+2NVM+2N]) 20, >0. 


HU .- 
a1 


4 - 


Weiter haben wir 





WR kh V2M+2N VYM+2N=h-e! u >h-e >h-h=V0. 
ı V2M+2N | 
Es ist daher 
Ih, - = 
o=h- — 124 +2NYM+2N >0. 
Somit gilt 
do Rn. 
a Fe II 2 
dt - 2 < 


Also haben wir stets 


do 
(1.) >?2ow 


N 
und, wenn N v, #0, 
ul 


N d I) 
(2.) ->2m. 


Aus (1.) folgt 


Ba a N 
Ali ; :() ag 2 
dt ‚> 


Wenn nun # und 4>t, zwei Zeitmomente bezeichnen und w, und 
w, die entsprechenden w-Werte sind, so haben wir 


(3.) >. 


Hieraus folgt offenbar, daß, wenn » für ?>t, einmal —>0 ist, dann 
o für > nach oo konvergiert. Ist andererseits » einmal =0, ohne daß 
beide Bewegungen stets zusammenfallen, so muß für den betrachteten Moment 


N 
2v,#0 sein. Für den genannten Moment haben wir also nach (2. 
ul 


do 


1 00=0. 


Somit wächst ® in diesem Moment mit wachsendem ?/ und nimmt 
daher auch positive Werte an. Aus dem Vorhergehenden folgt somit, daß 
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auch in diesem Falle » für x nach » konvergiert. Wir haben also 
folgenden Satz bewiesen: 
Werß man, daß 


M N N 
w— ee" I (£/ +P; %) +m> Zn -ä vu 
i=1 ul ul 


fur t—oo nicht nach & konvergert, so muß für t>t, stets <<) gelten, 
falls micht etwa beide Bewegungen immer zusammenfallen. In letzterem Falle 


grlt natürlich immer =. 


$7. Ein Hülfssatz, bei dessen Beweis das Integral 
der lebendigen Kraft benutzt wird. 
Es möge Zt dieselbe Bedeutung haben wie S. 203. Wir bestimmen 
eine derartige Umgebung von @=$=y=n=0, daß darin 


ra N Fr 


on 5) 5) = 2 2? J 
R =: Pie) Wing 1. 
un _ 7 } eet;) 4 2 lu 4 u Yu) I) + 36M' 
wobei das Zeichen = nur für @=$=y=n=0 gilt. Eine solche Umgebung 


existiert nach den über / 5. 203 gemachten Angaben. Wir wollen sie mit 
(E) bezeichnen und können sie als nur von den Anfangsdaten abhängig an- 
sehen. Es seien nun y und d irgend welche positive Zahlen, die folgenden 
Bedingungen genügen: Die Gebiete 


(F,) er d r 7 ” E2 Ö, Zu ) < ae Pi «U; u Ö, 
(@) nr $ u ER 75 Er u Yu 7 
mögen zusammen ein Gebiet (F,, @) bilden, welches in (#) liegt; außerdem 
. | \ 
sei 5 I, 
2Y AN 
Wir führen noch das Gebiet 
/T!N Ö =—,„ Ö Ö Ö 
(3) - << Ä + TEE - 
3yM 3YM 3yM >3yM 


ein. Es gilt dann folgender Satz: 

Liegt 2,5, y,n für t=t, im Gebiet (F,,@), für t=t, im Gebiet (F,, @) 
und bezeichnen x, 8, ya, 4, und X, 5, Yanu die Koordinaten der Stelle für 
(=t, und # 00 gilt 
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Es liegt daher die Partialstelle (2, $) für = f, nıcht auf dem Rande 
ron [Fi 


Beweis. Das Integral der lebendigen Kraft zibt 


u pr A -*) > ) N > > > 4 nd > ) x 
3 5+p Ü)= 3 (Ep )+E m, - ya t+R-E (m. -Uy)—R. 
=) =] h=l nu=l 
R und R beziehen sich dabei auf /, und 4%. Die rechte Seite dieser 
Gleichung ist 
2 | hin # 


9 | Ki ini in ne 
al BD» 0) N ? 1 L (9 ij 


= 


d.h. < 0°’. Unser Satz ist damit bewiesen. 


$8. Einführung einiger im Folgenden vorkommenden Gebiete. 


Wir wollen eine Umgebung (7) von 2=5=y=n=0 einführen, welche 
folgende Eigenschaften hat: Erstens sollen alle Stellen von (/) im Gebiete (7) 
(vergl. $ 7) liegen. Zweitens sollen für die Stellen von (/7) die partiellen 
Ableitungen erster Ordnung der A,. Y, nach den x,°,y,n dem absoluten 


Betrage nach kleiner sein als 


/ 
1/ 7 I) -+ l l l 1 ( - r r. 
Ih 2M + A (4 r 4 3.) 4 7 ] N ] - | WU + N\ 4 ] N | 


Hierbei ist p der kleinste p,-Wert. 
Es möge nun d irgend eine solche positive Zahl bezeichnen, daß 
das Gebiet 


) — 


ayN #DoyN’ 2yN 3VN 


innerhalb (77) liegt. Wir führen nun ein: Erstens zwei Gebiete für die 
Variabeln x, & 


(A) -dl<:,<d, - d<p; 0; <d 
und 
Bu un. A d d 
[04 —_— Ta = u > <P: ti: s 
() sym —"—syM' zym Sy 


zweitens ein Gebiet für die Variabeln x, v 
Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 3/4. 
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(B) a er di, —_d 


” - - << 
<= 


a | rt 


drittens ein Gebiet für die Variabeln y, 


(Z) d | d , d 

4 . — Nu< =. ke = << Qu Yu In ° 

' ayN H—ayN 3yN iu du gy N 

Um das Gebiet der Variabeln x,S, ”,» anzudeuten, das durch die ver- 

einigten Ungleichungen (A) und (5) definiert ist, gebrauchen wir das Zeichen 
1,5). Die analogen Zeichen werden ohne weiteres verständlich sein. 


Lxegt x, 5, y,n fürt=t, in (a, Z), fürt=t, m (A, Z), und ist für t=t, 


/ 2 e ® r, v 7} u. 
-: TR (o eme gewisse der Zahlen 1. 2,4), so folgt fur t=1t, 
y 2/N e , y e 
du: 
u Y Be 
u 


Beweis. bezeichnen wir die Koordinaten von x,&,y,.n für t=t, mit 


285 Yu, 80 folgt aus dem Satze des vorhergehenden Paragraphen 
M — z m 
E55 + )<E. 
i—1 


Ferner haben wir für ?/=t, 


d 


Ir u, =24,u,+2u, fr 


wobei }, das für ,, $, Y.: 


1? 


n„ gebildete 'Y, bedeutet. Also ist 


q- [vaar 7 1+P _ ä N. d ER. 
= ri ?  2yN q 
u > aan a: pH+l, I+g 7 
2YN (ya N( : ")+ 3. VN]LYM+N+YN] 








. d 2 
und somit —.,>0; q.e.d. 


Analog beweist man folgenden Satz: 
a‘ 2,5,9y,n für t=t, ın (a,Z), für t=t, in (A,Z), und ıst für 
d ’ r. h 4 
t=h 2,=45,,, (0 eme gewisse der Zahlen 1,2,...N), so folgt für 
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$9. Nachweis der Existenz von Lösungen, die für genügend 
sroße £ im Gebiete (A, PD) bleiben, und von Lösungen, die für 
genügend kleine ?im Gebiete (A,D) bleiben. 


Da im Folgenden die Gebiete («, 5) und (A, 5) oft vorkommen, wollen 
wir auf ihre Definition nochmals hinweisen. Wir hatten 





—(d- rd, —düi< P: dd; d. 
(A; 5) d B d | ’ d 
2yA u SUN 2yN “ "ToeyX 
d & d d d 
“ <S; . <p; 4 
3yM 3yM 3yM ya 
(@, B) ' ’ 
ma U, er R — PR i 
2yA 2YN 2yA 2yA 


Wir beweisen zunächst folgenden Satz: 
Jede UL, 5, Stelle des (relnnetes 


"ee d d d d n 
ee —— << -<v 
3ayu "Tamm  3ym— 3yM' 3yA 


Is 


(A) 


IV 
2 


kann man durch eine u-Stelle des Gebietes 


zu einer x, 5 u; Stelle erganzen, welche als Anfungsstelle genommen eine fur 
wachsende t ım (Gebete (A, B) bleibende Lösung gibt. 

Bewer. Wir bemerken zunächst, daß aus dem Erfülltsein der Be- 
dingungen 


d — i s d d d 
se _ - — - 1! . 
ayN = "—ayN°’ 2yN — "—ayN 
die Beziehungen 
d e- Uut Vu > d d U — Yu d 
u ALT a, ._ u 
2yAX 2 2yN ’ 2yN “ 2 2yA 


folgen. Im Anschluß daran erinnern wir uns, daß für jede Bewegung 


ER Uu + Fr 2 Uu RR (B u 
Nu 1.0 ) ’ Yu , Yu RT TU 


gilt. 
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Es sei nun [, 5, v), eine fest gewählte Stelle des Gebietes (/7). Ferner 
sei /, irgend ein Z-Wert. Wir wollen versuchsweise annehmen, daß unsere 
Behauptung sich für die gewählte Stelle [x, 5, v], nicht bewahrheite. Wie 


man dann auch die Stelle [x,$,r], durch eine «-Stelle [v], des Gebietes 
Te a 


= aVN u 3VN zu einer x,5,r,u-Stelle ergänzen möge, stets liefert 
diese z,<,",-Stelle als Anfangsstelle für =, genommen eine Lösung, in 
betreff welcher folgende Aussage gilt: Es existiert eine und nur eine Zahl 
7—t, von der Beschaffenheit, daß für ,<t<r die Bewegung im Gebiet 
(A, 5) liegt, während dies ncht immer der Fall ist für das Intervall 
,<t’<r+h(h>0), wie auch die positive Zahl h gewählt sein möge. Wir 
wollen nun die Werte %,, %,, ...%, für {=r ins Auge fassen. Diese Werte 
bilden eine -Stelle [v], von der wir sagen wollen, sie sei der Stelle [|], 
zugeordnet. Die Stelle [u] liegt, wie wır nunmehr beweisen wollen, auf dem 


Rande des. Gebietes — zn Zu sun (u=1,2;..N). 

Die Werte von x,5,u,® für =r bilden nämlich eine Stelle, welche 
offenbar auf der Begrenzung von (A,5) liegt. Da nun aber die Bewegung 
für /=/, in (e,Z), für t=r in (A, Z) liegt (vergl. die Bemerkung zu Anfang 
unseres Beweises), so ist nach $ 7 x (F+Pp&)<d für {=rt und mithin 
IS|<d, p,|x;,)<d. Damit also die eben besprochene Stelle auf dem Rande 
von (1, 5) liege, ist notwendig, daß die von den Werten «v, » für = ge- 
bildete ”, v-Stelle auf der Begrenzung von (5) liege. Die beiden Sätze am 
Schluß des $ 8 ergeben nun folgendes: Ist für /=r ein w-Wert, etwa 


d ’ ”. du: Ar ’ Mi 
u=H+ yN’ so gilt für /=r 0. Ist für /=r ein v-Wert, etwa 
' 93V} 
/ ö u lv: ' r 
—=+ r 80 gilt für /=r 7 < 0. Hieraus schließt man, daß, wenn 
2 ( 
ir i d d ä : 
die Stelle [”] nieht auf dem Rande von — —— - < u, < ——— liegt, die Be- 


2YN 2YA 
wegung über den Moment 7 hinaus im Gebiet (4, 5) verbleibt. Da dies 


dem Vorhergehenden widerspricht, so schließen wir, daß die Stelle [x] in 


d Br . 
der Tat auf dem Rande von — —— <u, < ——— liegt. 
2YN 2VN 


FE 2 r — .& i - 
Somit ist jeder «-Stelle des Gebietes |v,| < SFr eine «-Stelle auf 





— f 


der Begrenzung dieses Gebietes zugeordnet. Wir wollen nunmehr weiter 
zeigen, daß diese Zuordnung eine stetige ıst. 


Zu diesem Zweck bemerken wir zunächst, daß nach $ 8 für t=r 
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k ai \ d du: . b u 
und einen gewissen Index o auber vw =+ YN auch ry UV eilt. Sodann 
unterscheiden wir zwei Fälle, jenachdem die Stelle [»], m Innern des Gebietes 


d . i ’ n ni m 
|< ——— oder auf dessen begrenzung liegt. Es möge zunächst ange- 
u u >) ’/N « D ben] > ‘ 


a 
nommen werden, daß [vw], sm Innern dieses Gebietes gelegen ist. Dann ist 
offenbar >. Wir wählen nun eine Größe A>0, welche der Bedingung 
entspricht, daß die der Anfangsstelle [.r, &. »],. [”], für =t, entsprechende Be- 
wegung für „<< r+h in (MH) (vergl. $ 8) bleibt, daß die von den v-Koordi- 
naten dieser Bewegung für (=r+h gebildete u-Stelle außerhall des Ge- 


ge 
. ni \ ne 

bietes |v,|< 7 liegt und daß ,<<r—h ist. Im übrigen ist die Wahl 
von Ah willkürlich und es kann 4 beliebig klein gewählt werden (man ver- 


gleiche die Bemerkung, mit der wir unsere Beweisführung begannen). Für 


den Zeitraum 4,<t<r—h kann kein « jemals gleich + > werden. Wäre 
‘) 
. d ; 

nämlich einmal etwa |„,| = VN so folet nach dem Vorhergehenden 
du: _ A * 
„0, sodaß die Bewegung für das Intervall „</<r nicht immer im 
( 

Gebiet (A, 5) bleiben könnte. Hieraus schließen wir weiter, daß die ” sich 


d d . 
und — 5 um mehr als eine an- 


.) 


im Intervall ,<t/<r-—-h von + 


gebbare positive Zahl unterscheiden. Man kann daher eine ım Innern des 
d 

2VN 

folgende Bedingung erfüllt: Die Bewegungen, welche [.r.<.”], und einer 


Gebietes || < gelegene Umgebung (®) von [v|, angeben, welche 


u-Stelle dieser Umgebung als Anfangsstelle für /=4, entsprechen, verlaufen 
während des Intervalls „<’<r-+h in (Z); ihre v-Koordinaten bilden für 


!=r+h u-Stellen außerhalb des Gebietes |v,|< 7; und für ,<t/<r-—h 


«-Stellen «m Innern des eben genannten Gebietes. ‚Jeder Stelle von (w' 
kann man dann eine Größe 9 ebenso zuordnen, wie r zu der Stelle Pr],. 
Die so erhaltenen Größen $ müssen aber größer sein, als r— h. da von /, bis 
7—h inel. die von den v-Koordinaten gebildete Stelle niemals auf der Grenze 
von |u.!<< E n liegt, was für =% der Fall sein muß. Andererseits 





müssen die 9 kleiner sein als 7+Ah, da für /=r-+h die von den v-Koordi- 
d 

3YN 

unterscheiden sich daher die 9 von 7 um weniger als h. Die ”-Stellen. 

welche den «-Stellen der Umgebung (w») zugeordnet sind, werden 


naten gebildeten Stellen außerhalb des Gebietes v, < liegen. Es 


gebildet 


oO 
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von den «-Koordinaten der entsprechenden Bewegungen für ?=%. Indem 
man Ah genügend klein wählt und die Umgebung (w) genügend verkleinert, 
kann man offenbar erreichen, 1. daß die «-Koordinaten der [x, S, ®],, [?«), 
entsprechenden Bewegung für r-h<t<r-+h sich beliebig wenig von den 
-Koordinaten dieser Bewegung für /=r unterscheiden, 2. daß die v-Koor- 
dinaten einer Bewegung, welche [. £,v], und einer «-Stelle der gewählten 
Umgebung von [x], entspricht, in dem Intervall r—h<t<r+h sich von den 
für gleiches ? gebildeten «-Koordinaten der [x, 5, ],. [x], entsprechenden 
Bewegung beliebig wenig unterscheiden. Hieraus folgt offenbar, daß man 
eine Umgebung von [x], finden kann, deren «-Stellen zugeordnete Stellen 
entsprechen, die der [x], zugeordneten Stelle beliebig nahe liegen. Damit 


Kl DER SE een d r 
ist die Stetigkeit für eine Stelle am Innern von u, <zyN bewiesen, 
avi 
Der Beweis der Stetigkeit für eine Stelle auf dem Rande von 
d . .. \. .. ® 
!. =. Wird durch analoge Betrachtungen geführt. Eine ähnliche Rolle 


/ 


Be Pr. 


wie im Vorhergehenden das Intervall -h<t<r+h, spielt dabei ein Inter- 


vll r»<t<r+h oder — was wegen 4,=r dasselbe ist — ein Intervall 
u<t<tuth. 
Wir können somit die Stetigkeit der Zuordnung als erwiesen be- 
d » 


trachten. Jeder Stelle des Gebietes Ber, 
nach dem Vorhergehenden eine bestimmte Stelle U,, U;,... U, auf dem Rande 
des eben genannten Gebietes, wobei einer Randstelle diese Stelle selbst 
entspricht. Dabei sind die U,. Ü,,... U, stetige Funktionen der «,, %,, ... ty. 
Nun haben wir aber gezeigt (vergl. $ 3, I), daß eine solche Zuordnung 
nicht existieren Kann. Wir sind somit zu einem Widerspruch gelangt und 
missen unsere versuchsweise gemachte Annahme fallen lassen. Unser Satz 


ist daher bewiesen. 


— —  d a 
IZ nz entspricht daher 


4 


Analog wird folgender Satz bewiesen: 
Jede L, E, u-Stelle des (rebietes 


— 'd re d Ar d 
< / b) Er i Ken “2 d En AT 
"3yM ER 3yM’ # D2yN 


Ir 


N 


kann man durch eine v-Stelle des Gebietes 


A re Fa 
“"NayN 
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zu einer U, &, U, v-Stelle erganzen, welche «ıls Anfangsstelle genommen, ei fur 


abnehmende t ım (rebiete (A, b) bleibende Lösung qıht, 


$ 10. Nähere Betrachtung der Mannigfaltigkeit der im 
vorigen Paragraphen eingeführten Lösungen. 


Wir wollen setzen 


| 2YNg 
A 7 98) ee = - 63 
1, 1P+9 VM+N+YAN 
p(4+D 


und uns davon überzeugen, daß das Gebiet (H) diejenigen Eigenschaften besitzt, 
welche wır ım S 6 für LP) nachwiesen, TENN gesetzt wird 

Lehza,al,=], m my=+—mMmy=h, O=E£, 
Die Werte von Z' und Z, die nach $ 6 den gewählten /, m-Werten ent- 
sprechen, sind, da g (1,4)=1, 


N - 2M+N 


/ d=YM+N, 
f(1,2) MH 
. r ’ nn | a 
wobei £(1,2) den kleinsten der Werte 1,p,2%- a bedeutet. ey Ist 
” y I 1+g | +q n ‚ nn 
daher der größte der Werte 1, Dig" Anstatt 57 -können wir schreiben 
) ul de +4 
| +1 . : u ) i n 
307 - s -. Der größte dieser drei Werte ist offenbar der letzte. Es 


ist daher 


1 
) ). 


1) / k 7 de 5 l ! 
"=V2M+XN (f —+ 
p 2q 
Die Richtigkeit unserer Behauptung ist erwiesen, sobald wir zeigen, daß 
die partiellen Ableitungen von A,, Y, nach «,S$, y,, 7. für die Stellen von 
(H) dem absoluten Betrage nach kleiner sind als 
Pal 
ger duicn und x " 
(+5, VN)(A+YN) 2YN(t+-3_-YN) 
2q 29 
wobei Z’, 4 und e durch ihre oben erwähnten Werte zu ersetzen sind. 
Die eben hingeschriebenen Ausdrücke werden beide gleich 
EST TER PER | 
p+1 lı 


BUN lET I, I 


1l+gq 
2q 


VAJ[TYM+N+YN] 
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Nun wissen wir aber aus $ 8, daß für das Gebiet (//) die partiellen 
Ableitungen erster Ordnung der X, F, nach den x,$,y,» dem absoluten 
Betrage nach in der Tat kleiner sind als der zuletzt hingeschriebene Aus- 
druck. Damit ist die Richtigkeit unserer Bemerkung erwiesen. 

Es mögen zwei Bewegungen für >, im Gebiete (77) liegen. Die 
Unterschiede der x, S,u,v für diese beiden Bewegungen seien bei gleichen 


.! ! 


Zeiten @,&,w,v. Wäre nun für ein gewisses ?/—/, 


M N N 
x (22 2" 08 20 „2 7? 
SE (S’+Pp ao )+ 23 v—z2u<WQU, 


6 u] u=l 


so zeigt die letzte Ungleichung $ 6, 1, 1, daß z ı„ für wachsende /-Werte 
beliebig große Werte annimmt. Dies sieht man leicht, wenn man 29— &>0 
berücksichtigt. Da nun aber die x, $, u,» für die beiden Bewegungen zwischen 
endlichen Grenzen liegen, so ist das genannte Verhalten unmöglich. Wir 
schließen daraus, daß für 24, 


aM N N 

h) er? WER, 2 nu ’ © ı? 

P (S; +P: dl i ) + 4 A ! u > 2 U, 
(i—=1 u=] u] 


eilt. Hieraus folgt: 

Bleiben zwei Bewegungen für tt, in (H) und fallen für eines dieser 
t die w, S,v-Koordinaten der beiden Bewegungen zusammen, so fallen beide 
Bewegungen zusammen. 

Wir haben im $ 9 (s. S. 217) gesehen, daß jede «, £, v-Stelle des 
(Gebietes 


= d ka d id 
I 3yM’ Ber: 


/I) & = ‘ .r D} Un os . - 
| 3yM’ 2yA 


=] 


dureh eine «-Stelle des Gebietes 


d 


H — 
2YN 


<< 
zu einer x. S, v, u-Stelle so ergänzt werden kann, daß diese x, 5, v, u-Stelle als 
Änfangsstelle eine für wachsende £ im Gebiet (A, 5) bleibende Lösung gibt. 
Aus dem eben bewiesenen Satz folgt, daß diese Zuordnung eine eindeutige 
ist. Es erscheinen also hierbei die «,, %,, ... , als eindeutige Funktionen der 
u 3 2. Eur Ps day. dy Im Gebiet (77). Wir wollen diese Funk- 
tionen mit [x ], [tw]. ... [ty] bezeichnen und nunmehr ihre Stetigkert nachweisen. 


Ir 
Un 


| . 
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Zu diesem Zweck denken wir uns zwei Stellen des Gebietes (/T) gewählt 
und die zugehörigen Werte von [,], [?,],...[%,] bestimmt. Man erhält so 
zwei x, $,u,v-Stellen, welche als Anfangsstellen genommen Bewegungen 
liefern, die in (77) bleiben. Also gilt für die Unterschiede der x, . v,v, unter 
anderem für den Anfangsmoment, die Ungleichung S, 222, Z. 14. Hieraus 
geht die Stetigkeit der [vJ-Funktionen unmittelbar hervor. 

Analog dem Vorhergehenden beweist man Folgendes: Blerhen zwer 
Bewegungen für er . ın (H) und fallen fur emes dieser t die x. 54 u-Koordı- 
naten der beiden Bewegungen zusammen, so fallen beide Bewegungen  zu- 
SCHUIMNEN. 

Die arm Schluß "ON S g besprochene Zuordnung der U Ugy oe. Ur ZU d: N 
Ude dm E. Fon ... Eu. U, Ury se. Un ıst eindeutig und stetig. 

Mit [v,] wollen wir Funktionen von .,S. u bezeichnen, die den [| 
analog definiert werden. 


$ 11. Uber die Existenz und die Mannigfaltigkeit von Lösungen, 
welche für alle {im Gebiet (A,5) bleiben. 


Wir wollen irgend eine x, S-Stelle aus dem Gebiet («), d.h. 


d d 
Sn ara Pi < 
3yM 3yM 


- 
- 


- 
it 


fest wählen. Erhalten x, die gewählten Werte, so sind nach dem Vor- 
hergehenden 


U, [%.], v„—[v,| („=1,2,..0) 
Funktionen der %,, %,,... %y, U, 0, 0y, Welche im Gebiete (BD), d.h. 


d e @ 


u|<“ BUN Bl 3UN 
definiert und daselbst stetig sind. Wir werden zeigen, daß es eine u, v-Stelle 
des (rebietes (B) geben muß, WO dıe hingeschriebenen >2N Funktionen samtlıch 
verschwinden. 

Wir nehmen versuchsweise an, daß unsere Behauptung sich einmal 
nicht bewahrheite.. Dann muß nach dem Satz am Schluß von $4, II eine 
Stelle auf der Umgrenzung von (D) existieren, für welche für «=1,2,... N 


U, a [%,) = —ry:- U. ö ‚m — [v,] =—v.v,, y > () 
Journal für Mathematik Bd. 127. Heft 3/4. 
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gilt. Da eine solche Stelle auf der Umgrenzung von (D) liegt, ist min- 
destens eine der «, v-Größen dabei dem absoluten Betrage nach gleich 


) ns 0 ' 
= n Eine der letzten Gleichungen ergibt also: (1 ur N ist gleich 
einer der Größen [w,]. [»] ,... Pa), [rn], [Pr]... [rs] für die genannte 
Randstelle. Dies ist aber unmöglich, da die [w,| und [v,] gemäß ihrer De- 


A DE N Re \ d BSR SE 
finition dem absoluten Betrage nach nicht größer sind als per} Somit müssen 


wir unsere versuchsweise gemachte Annahme fallen lassen. Unsere Be- 
hauptung ist daher richtig. Wir haben also mindestens für eine Stelle des 
(Gebietes (D) 

u,= KAF v= [v,]- (u =1,2,...N) 


Wir kombinieren nunmehr die fest gewählte x, $-Stelle mit einer «, v-Stelle 
der eben beschriebenen Art zu einer x, &, v, v-Stelle und nehmen letztere als 
Anfangsstelle einer Bewegung. Dann zeigen die Gleichungen v,=[w,], 
daß diese Bewegung für wachsende ? im Gebiet (A, 5) bleibt, während die 
Gleichungen v,=[»,] dartun, daß die Bewegung auch für abnehmende ? im 
(ebiete (1, 5) bleibt. Wir haben somit eine Bewegung, die für alle ? im 
Gebiete (.1, 5) bleibt. Es gilt daher folgender Satz: 


\ 
Jede Stelle des Gebietes (0), d. h. des Gebietes 
2 A m 
u 7 TZ 
kann durch eme u, v-Stelle des Gebietes (B), d. h. des (Gebietes 
d i = d 
U, <\ 2) N’ Yu << 2VN ) 


zu einer 2,5,u,v-NStelle erganzt werden, welche als Anfangsstelle genommen 
eıme für alle t ım Gebiete (A, B) bleibende Lösung lefert. 
Wir wollen uns nun zwei Bewegungen vorstellen, welche für alle 

t in (Z7) bleiben. Die Unterschiede der x, S, u, v für die beiden Bewegungen 
zu gleichen Zeiten wollen wir mit «', 5, «,v' bezeichnen. Dann lehrt $ 10 
S. 222, daß für alle £ 

M N 5% 

ZA aHRENSEW 


u = 


gilt. Hierzu können wir die analoge Beziehung 


M N N 

fe? | 2. | 2 6: u 0 
B: (5; Pi T; ) 4 = U > & v. 
==] u= uh=l 
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hinzufügen. Hierbei ist O<4A<-1. Aus den beiden gleichzeitig erfüllten 
Beziehungen folgt 


M 1) 7 DE (1 ug ) ”) N =) N =) 
- ($:° +Pi U) ke ) | 2 Ur P vr] u 


! 


Sollte einmal 4 == -- = 1,=- == -.-"=f,=0 gelten, so haben wir folg- 
! 


lich auch ==. -=u,=1, == .-=t,=0, d.h. die Bewegungen fallen 
zusammen. 


- 


Bleiben also zwei Bewegungen in (H) für alle t und fallen dıe x, S-Ko- 
ordinaten der beiden Bewegungen in eimem Moment zusammen, so fallen dıe 
Bewegungen überhaupt zusammen. 

Hieraus folgt unmittelbar, daß die S. 224 erwähnte Zuordnung der 


u,v zu den x, eine eindeutige ist. Die «,v erscheinen also als eindeutige 
d d 
 Diü< . Diese 

3yM 3yM 


Funktionen der x, wollen wir mit {wu}, but, ... Tut, jet, It... {v5 be- 


Funktionen der x, im Gebiete («), d.h. &, < 


7 


zeichnen. Es ist leicht ihre Stetigkeit nachzuweisen. 


Es mögen nämlich zwei x, $-Stellen des Gebietes («) gewählt sein. 
Wir bestimmen dazu die entsprechenden {z!, |v!-Werte. Auf diese Weise 
gewinnen wir zwei x,S,w, v-Stellen, die als Anfangsstellen für denselben 
Moment zwei Bewegungen liefern, die für alle ? in (/7) bleiben. Es gilt 
daher für die beiden Bewegungen die oben (s. Z. 3) angeführte Beziehung. 


Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar die Stetigkeit der x}, |v!-Funktionen. 


$ 12. Über asymptotische Lösungen. 


h möge eine positive Größe <q bedeuten. Das, soweit die «.y in 
Frage kommen, innerhalb des Gebietes (T) (vgl. $5) gelegene Gebiet (J) 


< . N > 
Si“ P: U, et A, Nu ‚Au Yı <BD, A. B,>V0 


sei so gewählt, daß in ihm die partiellen Ableitungen erster Ordnung der 
A,Y nach den x, y.&.n absolut kleiner sind als 


T 7 


am md G-YgurN' 


wobei 7’ die kleinste der Zahlen p,1 ist. Dann gilt folgender Satz: 


29 
y +49 
30* 
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Es liege eine bewegung o für tt, in dem Gebiete (K) 


5,9% <A—H, 2, v.|)<B,—A4, 


wober H eine positiwe Konstante ıst. Die von dieser Bewegung für t=1, ge- 
lieferte v-Stelle bezeichnen wir mit v,. Wählt man nun eine beliebige v-Stelle, 
deren Entfernung”) von v, gleich oder kleiner als H ist, so gibt es eine und 
nur eine Bewegung, die diese v-Stelle für t=t, hefert, für tt, im (J) bleibt**) 
und für t>oo der Bewegung o ın der Weise asymptotisch zustrebt, daß die 
mit e" multiplizeerten für gleiche Zeiten gebildeten Unterschiede der Koordinaten 
x,5,y,n dem absoluten Betrage nach für t—t, unterhalb eimer endlichen 
Grenze*””) bleiben. 

Indem wir zum Beweise dieses Satzes übergehen, bemerken wir zu- 
nächst, daß wir die «,, S;, %„, v„-Koordinaten der Bewegung o mit a, P;,y., 0, 


bezeichnen wollen. Wir haben dann nach den Voraussetzungen für >, 
PP: ®; <A-JH, ah 09.,<Bb,-H. 
Wir wählen nun eine positive Zahl & so aus, daß das Gebiet 
(1) 151,218! <4A;+2(e—1)H, Nu» 9a Yun < Pu +2 —UVAH, 
soweit die x, y in Frage kommen, innerhalb des von Anfang an zugrunde 
gelegten Gebietes (T) (vgl. $ 5) liegt, so daß also in (1.) die partiellen Ab- 
leitungen erster Ordnung der A,;, Y, absolut unter einer endlichen Grenze 


liegen. Ferner bestimmen wir eine positive Zahl 9<Ze derart, daß die Be- 
wegung o für W— 3<t<t, den Bedingungen 


PB, Pe; <A,—H+(e® — YA, Yu I <D,— H+(e“—1)H 
genügt. 
Sind nun «,, b,, 9,, d, Größen, welche den Bedingungen 
(2.) b),2, la <e®".H, VAL u - 5 
*) Unter der Entfernung zweier Stellen verstehen wir die Quadratwurzel aus der 


Summe der Quadrate der Koordinatenunterschiede. 
**) Die oben charakterisierte Bewegung bleibt außerdem im Gebiete 





Ele <A, Tui ZBn. 

***) Man kann sich leicht überzeugen, daß die mit e“ multiplizierten Koordinaten- 
unterschiede für £—oo nach OÖ konvergieren. Man braucht zu diesem Zweck nur zu 
beachten, daß das einem bestimmten %-Wert entsprechende Gebiet (J) immer auch einem 


gewissen größeren A-Wert entspricht. 
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genügen, so gilt für =t-1,>—)J 


. ı 


A —ı ‚ > h B> . "/ N 
Y.re Guls Out 'd, t B,„+2( *— 1). 


P;+ e b, P:; 0,4 ee a;  A+ 2 (e" Bun 1) H. 


Die Stelle, für welche 


ER | ht Be = ht 
A N zz Q; u 4 dl. “ Si  Z— [Fi + f bh. r 
ine | omhtr u. hi 
Mu RS Yu E: e Ju ) ! " Ay Ö u + ( d, 


ist, liegt daher, wie leicht zu sehen, im Gebiete (1.). Nunmehr konstruieren 
wir die Differentialgleichungen 


da; 


7 — ha,+ b;, 


db; 2 h 7 —] ) } 
* ye hb,—p; a; +" B (tet a, Pte Ya Nu) 


lc ji ; Fr n \ 
nr - (h + Au)Iu + e'® | ] u (q; + "Rate d;; P + arg b;, Yus u) 
3 fe Gm Fr} 4 
—— Y „(e Qa;, Pi Tu > )| 
dd, 


— - h zı ’ rag h /) z/ N 
dı = (h-q,)d,+e" | Y, (0; +. "Aau,P;+e b; u; Nu) 
r I Yu : -Öy R, + Yu \ 
- Kai ß, < s) > )l- 
Hierbei sind y,,n, die y,n-Koordinaten einer Stelle, für die 
u) Nu Y; I 


u=Y, te” G54 v„= Ö, + ee" d, 
ist; also gilt 
_ (Yu r we In Du 6. A u) (Yu + e u u) 7 (dute” u d,, 


y _— N — _—— 
J/ Mu . 
2qu e 2 


Die rechten Seiten dieser Differentialgleichungen sind für >4,— 9 und die 
4,0 und, des Gebietes (2.) definierte Funktionen, welche daselbst in 
1,a,5b;, 94, d, stetig sind. Außerdem genügen sie für 4, <t<-t, und die 
1,,0,,9.,d, des Gebietes (2.) den Lipschützschen Bedingungen, wenn /, und 
, >t—Y#, sonst beliebig, gewählt sind. 
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Ist >, und liegen ,, a,. 9, im Gebiete 


3.) ZU4pld)+ ZH 
sowie d, im Gebiete 
(4.) zZ: REM, 
so liegt die Stelle, für welche 
=, tea, S=ß; te” b, 


u,= Y. 4- et Gar „= Ö, - "an d,, 


in dem Gebiet (J). Unter dieser Annahme haben wir dann, wie leicht 
zu sehen, 


dis 


7 2 (b +p:a;)+ z £ —>2h zb +p: a;)+2 Z.4+0: 


[4 T /| \ 
eh zarmlälrit Zoe E gar ++] 
sowie 


d A x T 
mE D 2 dur 2a) gar [24“ +1) 


1+4q IF Be 
2q Z.(9,|+ d, ‚|YF- 3 du» 
Dabei gilt 

” N 


200 +, wi 


22H DZ Rilal+ 18) 
u=l i—1 


es Ze -IYN)H. 


Sollte nun einmal außerdem noch 


M N 
2 Eu 2 2 
< (b; +p;a)+ = ge A 





gelten, so haben wir 
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Be no BR 
az tpa)+ = Iu) 


E: en. 
sum MH N 2 a YN)H: 


3M+N N 
BL. _! | 
2yM+N 2yM+N 


—>2h- M’—2h 


Nun ıst aber 


(VY2EM+N+VNY=2(M+N)+2Y(M+ NY —-M?’<4(M+N), 


also 
VEMHN+VN _yg 
BENEN.. ". . 
Somit ist unter den gemachten Annahmen 
n AM. 
(9.) er = (b;+Pp; a)+ 2 5, 9,1>0. 
ul 


Wir wollen nun von der Annahme S. 228 (unten) absehen, dagegen annehmen, es 


sei einmal 5 d,=H". Dann erhalten wir nach S. 228 


u=l 


T  (VAMFN 14er | 
NN 


_2(a hy Hr[ı _ YIVY2M+N e 
2(9-hIR|1ı- >(M+N) -sarml- 
Nun ist 
_VAVM+N_ N —,_VMEN+VN 


4 >11 — 
2(M+N) 2(M+ N) 2YM+N 


> 
(vergl. die vor (5.) stehende Ungleichung). 


Also ist unter den gemachten Voraussetzungen 
(6.) e > du<0. 


Auf die eben gewonnenen Ergebnisse gestützt, können wir nun be- 
weisen, daß zu jeder d-Stelle [d], des Gebietes (4.) mindestens eine solche 
b, a, g9-Stelle [d, @, g]),des Gebietes (3.) gefunden werden kann, daß [b, a, 9), [d\; 
als Anfangsstelle für £=1, genommen, eine für 1, im Gebiete (3.), (4.) 
bleibende Lösung liefert. 
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Der Beweis geschieht ähnlich, wie bei einer früheren Untersuchung 
(vergl. $ 9), weshalb wir ihn bloß andeuten. Man schließt nämlich mit 
Hülfe der unter gewissen, oben charakterisierten Umständen geltenden Un- 
gleichungen (5.) und (6.) folgendes: Würde unsere Behauptung für eine 
d-Stelle des Gebietes (4.) nicht zutreffen, so würde, wie man auch die 
d-Stelle durch eine Öb, a, g9-Stelle des Gebietes (3.) ergänzen möge, die ent- 
sprechende Lösung das Gebiet (3.), (4.) für einen bestimmten Moment t >14, 
unter folgenden Umständen verlassen: Die Bewegung bleibt für u<!<1 
im Gebiete (3.), (4), es ist dies aber für kein Intervall t<’<t+n (n>>0) 
der Fall. Dieses Vorkommnis geschieht an einer Stelle, deren Ö, «a, y-Koor- 
dinaten eine Stelle auf dem Rande von (3.) darstellen. Auf diese Weise 
kann jeder b,a,9g-Stelle des Gebietes (3.) eine Randstelle desselben Ge- 
bietes eindeutig zugeordnet werden. Diese Zuordnung ist stetig und den 
Randstellen entsprechen diese Stellen selbst. Andererseits ist uns bekannt 
(nach $ 3, III), daß eine derartige Zuordnung nicht möglich ist. Somit ist 
unsere Behauptung richtig. 

Es ist nun leicht, den ersten Teil des Satzes S. 226 zu beweisen. 


Es sei eine v-Stelle V mit den Koordinaten F,,V;,... V, gewählt, deren 


Entfernung von v, gleich oder kleiner als 7 ist. Wir haben also 


Wir bestimmen hierauf eine solche Lösung der Differentialgleichungen 
(S. 227), daß für !=1i, 


d, uch Ö u (t,) + J u (u=!1 a N) 


gilt und die Lösung für <t, im Gebiete (3.), (4.) bleibt. Dies ist nach 
dem eben Bewiesenen möglich. Die Elemente dieser Lösung wollen wir 
mit «,. 8, 9,, d, bezeichnen. Wir haben dann für t<4, 


Are b), plate" a ZA, 
yr eh gu 1, Ö, + E ht d, <B, 
und für ?!=1, 


e,rerd= N, 


Endlich erkennen wir leicht, daß 
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,=0;,te" a, | RK P; te"b, 


= Yu + eh u (d,+e=" d.) 


‘) 
“Yu 


Em Yu + " nass Ju + Öu + "an du 


Y u ’ n ee > 


eine Lösung der von uns zu Grunde gelegten Differentialgleichungen darstellt. 
Diese Lösung bleibt für 24, offenbar in dem Gebiet (J) und auch in 
dem Gebiet 


[2 


> 
® d , ı! er B . 
! — 19 u) u a 


Für ?=4, aber gilt 


2 ic 
Pu ang Nu E- Tu Yu er V, F 


Die Unterschiede der Koordinaten der eben besprochenen Bewegung 
und der Bewegung co sind 


' 
h1 ht Ju 2 d,. P "1 Ju I du 


hı 2 
e h,, € Dqu ) > 


af N 
Es ist offenbar, daß diese Unterschiede auch nach der Multiplikation mit 


e“ für £2>>t4, zwischen endlichen Grenzen bleiben. 


Die besprochene Bewegung genügt also den in unserem Satze ge- 
nannten Bedingungen. 


Um nun auch den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, bemerken 
wir zunächst, daß man eine das Gebiet (./) (vergl. S. 225) enthaltende, soweit 


,y in Frage kommen, in (T) gelegene Umgebung ((,) von 2=5=y=n=0 
bestimmen kann, welche den 8. 211 für (C) genannten Bedingungen ge- 
nügt, wenn /=m=1 gesetzt wird. Es mögen nun zwei Bewegungen vor- 
liegen, die für *—t, in (-J) bleiben und der Bewegung o für x so zu- 
streben, daß die mit e“ multiplizierten für gleiche Zeiten gebildeten Unter- 
schiede ihrer x, $, y, n-Koordinaten von den Koordinaten der o-Bewegung dem 
absoluten Betrage nach für >>, unter endlichen Grenzen bleiben. Dann 
bleiben auch für die beiden vorausgesetzten Bewegungen die mit €” multi- 
plizierten für gleiche Zeiten gebildeten Koordinaten-Unterschiede für f 4, 
dem absoluten Betrage nach unter endlichen Grenzen. Es ist auf die beiden 
angenommenen Bewegungen der Satz am Schluß von $ 6 anwendbar. Da 


M N N 
2 ie: 5 wi > 
we" PIE +P; )+ = Im -. er] 
i= u H= 
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für — x nicht nach oo konvergiert, so muß für £>>t, stets w<0 gelten. 
Es muß daher auch für /=t, »<0 sein. Besitzen die beiden Bewegungen 


N 
für 2=,, dieselben "-Koordinaten, so ist für =4, &v,=0. Hieraus folgt 


ul 


für = =ad=u,=r,=0 und die Bewegungen fallen zusammen. Damit 
ist auch der zweite Teil unseres Satzes bewiesen. 

Nach unserem Satze sind den v-Stellen, deren Entfernung von x, gleich 
oder kleiner als /7 ist, Werte x,5,” aus dem Gebiete 


»,\&;|, 5I<A,, lv.I<PB, 


eindeutig zugeordnet. Wir erhalten so 24/-+-N eindeutige Funktionen von 
» in dem genannten ”-Gebiet; wir wollen sie mit (;), ($;), (u) bezeichnen. 
Diese Funktionen sind im genannten v-(Grebiet stetig. Um dies zu beweisen, 
wählen wir zwei v-Stellen des v-Gebietes. Die Unterschiede der v-Koor- 
dinaten der beiden Stellen seien /v,, f%,,...fv,. Diesen v-Stellen ordnen 
wir die entsprechenden Werte der Funktionen (,), (5), («,) zu und nehmen 
die so hergestellten zwei Wertsysteme als Anfangswerte der v,,2;,, $;, %, 
für zwei Bewegungen zur Zeit ?=t,. Die Unterschiede der Funktionswerte 
für die beiden v-Stellen wollen wir mit (x), 4($), f(u,) bezeichnen. Für 
{— © konvergiert offenbar der für die zwei genannten Bewegungen ge- 
bildete Ausdruck 
M 
0 "| x +p +4 x u -2 or] 


ul 


nieht nach ®. Somit ist für /=4, 


M N 
2 (+pia Y+2 ML <0. 


ul 


Also haben wir 


1 


M BR“ i ü N — |} 
EIER LI +EIUT SZ E Tan], 


woraus sich die behauptete Stetigkeit sofort ergibt. 


$ 13. Über asymptotische Lösungen. (Fortsetzung.) 


Wir bestimmen eine solche Umgebung (F) von =5=y=n=0, dab 
ihre Stellen dem Gebiet (7) (s. $ 8) angehören und die Differentialquotienten 
der A, 7, nach x,&,y,n dem absoluten Betrage nach kleiner sind als 
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1 
(1.) | ;° 
u - 1 2 1-+gq | | var 
> 4 Pr 5 u / 4 P. ® . — - /] ng N 
Es sei nun eine Zahl h gemäß der Bedingung O<h<Zg beliebig aber fest 
vewählt. Ferner sei e irgend eine positive Zahl, die den folgenden Be- 
dingungen genügt: Das Gebiet 


e 


(2.) Pi |, IS;| <e;, Tu Yu A In, | £ > VN 


liegt in (/). Außerdem sind die Differentialquotienten der X, Y, nach 


id 


x,&,y,n in diesem Gebiete dem absoluten Betrage nach kleiner als 


T T 


8.) re 2(M+N)’ (4-1) 2(M+N)’ 


wobei 7' dieselbe Bedeutung hat wie zu Anfang des vorigen Paragraphen. 
Wir beweisen folgenden Satz: 
Bleibt eine Bewegung B für t>t, im Gebiete 
> 


| 
x _— Ne 
I, | |< ms 
Pin 150 (3) M 9YyM+N 


N 
2 
- 


1 2 e N: 
u <(gum 9yM+ m 1 ale (oyarz N 


u) 


so gibt es eıme und nur eme für alle t im Gebiete 
(4.) 9,1%, || <e; u.\, |v,i< 


bleibende Bewegung &, welche folgende Eigenschaft besitzt: Die Bewegung P 
strebt für >» ın der Weise der Bewegung e zu, daß die mit ec" multı- 


plızierten für gleiche Zeiten gebildeten Unterschiede der x, S, y, n-Koordinaten 
von DB und & für t>t, dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen 
(rrenze*) bleiben. 
Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir zunächst, daß der Satz 
des vorigen Paragraphen anwendbar ist, wenn 
.) 


e ) e Ze 


A,= —,; DB,» ro / — 7 
3yM TTS 9YM+AN 


*) Diese mit e“ multiplizierten Koordinatenunterschiede konvergieren, wie man 
leicht sieht, für > x nach 0. 


31* 
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gesetzt wird und 5 die Rolle von o spielt. Zur Erläuterung möge dabei 
angeführt werden, daß aus 
RT e u 
= „< (gu: N) 
folgt 


| 2 a: 2 
ur a, () /A — =I2 2 Ei = )e<(; / Zo Yy )e: 
[1 ) 4 I A .e) yM { N ) YM N 2] N « YM+ N 


Bezeichnen wir nun die von P zur Zeit 4, eingenommene v-Stelle mit »,, sv 
ist leicht zu sehen, daß alle v-Stellen des Gebietes 


# N 


(9.) na ! 7 e V r 4 => 


von der Stelle ,, nicht mehr als um // abstehen. Dies folgt aus dem 


Umstande, daß auch v, dem Gebiete (5.) angehört und daß bekanntlich 
immer 


/ ni . m R m H 

I) En I) 2 u 2 
P; (a, = h,) = 5 6, + z bh} 
vl v1 vl 


unabhängig von den Werten «,, 5b, gilt. Für alle Stellen von (5.) sind 
daher die im vorigen Paragraphen eingeführten Funktionen (x), (S,), (",) 
definiert und dabei eindeutig und stetig. Aus der Art der Definition dieser 
Funktionen folgt, daß 


e 


e 
(6. (x.) ; (£, u, a 
(6.) p: (0) I < zu W< yyn 


Wählt man eine v-Stelle des Gebietes (5.) und ergänzt sie durch 


= (&), = ($;); 1= (lt); 
wobei die rechten Seiten für die gewählte »-Stelle zu bilden sind, so liefert 
die erhaltene «, S, v, v-Stelle, als Anfangsstelle für /=/, genommen, eine 
Bewegung, die für > 4 im Gebiete 


e 


u e ’ 
D - b a 
Ah TT, - 


Ir 
=] 
No 


bleibt und der Bewegung $ für t—oo in der oben besprochenen besonderen 
Weise zustrebt. Wir werden alsbald zeigen, daß man die v-Stelle aus dem 
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(rebret (5.) so wählen kann, dap die entsprechende nach der eben besprochenen 
Vorschrift gebildete bewegung für t<t ım (rebiete (4) bleibt. 

Wir erinnern zunächst an die am Schluß des $ 10 eingeführten 
Funktionen [v,], [”2], ... [v,]- Es sind dies Funktionen der x,&,«, welche 
in unserem Falle (wo e den Bedingungen genügt, welchen / im $ 10 unter- 
worfen ist) im Gebiete 


9. APR ME | R i | 
> 3yM 2VN 


eindeutig definiert und stetig sind. Ergänzt man eine Stelle (w., 5, ), von 


yiL 


(8.) durch diejenige »-Stelle, deren Elemente die Werte der [», |, ",|, ... |” ,| für 
die Stelle (x, S. ), sind, und nimmt man die so erhaltene «, S, », »-Stelle 


als Anfangsstelle einer Bewegung für ?=/,, so bleibt die erhaltene Be- 
wegung für <<, im Gebiete (4). Um die Argumente, für welche die 
Funktionen [",] gebildet sind, bequemer andeuten zu können, wollen wir 
die Bezeichnung |", | = w, (&, $S, u.) 9 =1,2,... N) einführen. Beachtet man 
(6.), so sieht man leicht, daß die 


w, ((), (S,), (",)) (r=1,2,..N 


im Gebiete (5.) als eindeutige, stetige Funktionen der » definiert sind. 

Offenbar ist derjenige Teil unseres Satzes, der sich nur auf die 
Existenz einer Lösung mit den verlangten Eigenschaften bezieht, bewiesen, 
wenn wir zeigen, daß aus dem Gebiet (5.) eine solche »-Stelle gewählt 
werden kann, daß für sie 


(9.) v,—y,((@&), (&), (u,)) = 0 =1,2,..N) 


gilt. Um die Richtigkeit dieser Bemerkung einzusehen, nehmen wir an, 
es sei eine solche v-Stelle ”,,”,,...”, gefunden. Die zugehörigen Werte 


von (2), (&;), (u) seien ©, 5, %,. Nach dem oben (vergleiche die auf (6.) 


In! 


folgenden Zeilen) Gesagten liefert ,=x,, &,= 


q 


y 0, = Uus Pa Var als An- 
fangsstelle für /=, genommen, eine Bewegung y, die für > /, im Gebiete 
(7.) bleibt und der Bewegung 5 für >» in der uns bekannten Art zu- 
strebt. Es bleiben nämlich für >>, die mit e“ multiplizierten für gleiche 


Zeiten gebildeten Unterschiede der Koordinaten x, &, y, n für die Bewegungen 
P und y dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen Grenze. 
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Andererseits folgt aus dem Erfülltsein der Gleichungen (9.) 


(für LT; == Us S; pn Sjs U = U s Pa = Vu 


und aus dem oben (vergl. die Zeilen, die der Einführung des Gebietes (8.) 
folgen) Gesagten, daß die Bewegung y für <4, im Gebiete (4.) bleibt. 
Es bleibt daher y für alle t im Gebiete (4.). Wir sehen, daß y allen in 
unserem Satze gestellten Forderungen genügt. Um den in Rede stehenden 
Teil unseres Satzes zu erledigen, haben wir somit noch zu beweisen, daß 
die Gleichungen (9.) durch ein »-System des Gebietes (5.) befriedigt 
werden können. 

Um diesen Beweis vorzubereiten, zeigen wir zunächst, daß das Ge- 
biet (I) die Eigenschaften besitzt, welche wir in $ 6, I für (2) nachgewiesen 
haben, wenn gesetzt wird 


2 
1 e 1 et 24VN 


— m,„= = 
6YM+N' #* 8YM+N 2+YN 


r 


Zu diesem Zweck bemerken wir, daß in unserem Fall £(/, m) (vergl. be- 


züglich der Bezeichnung den Schluß von $ 6, I) der kleinste der Werte 


) 
= = :p, I ist, I istalso der größte der Werte 
6YM+N’6YM+N !'sSyM+N 144g fl, m) 


SVMEN,  6VMEN,  AYMHN(IH,) 


Offenbar ist daher 
1 


arüi - | i 2 
f(!, m) ag 6YM+A (1 + p + 3) 


a(/,m) ist in unserem Fall „leich — . Somit ereibt sich für die 
9m) " 5 GYM+N ° 
Werte /, m unseres Falles 


| E. 
v2 M + Mi +4 ’ 
Urd,m) 2 VN)ad, YMEN4+YN) 
4 
Z 6Y2M+NYM Kir! er "+41 yyx][2 N) 
[sı + Y Fi r a = + 24q gr 
Nun wissen wir aber (vgl. den Anfang dieses Paragraphen), daß im Gebiet (}) 
die Differentialquotienten der A, Y, nach x, 5, y, 7 dem absoluten Betrage nach 
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ud 


kleiner sind als die rechts stehende Größe, also sind sie auch absolut kleiner 
als die links stehende Größe. Daraus folgt, daß (Y) die Eigenschaften von 
(2) a. a. 0. besitzt, wenn o=0(/, m) (vgl. den Schluß von $ 6, I) gesetzt wird, 
wobei /,m die oben für unseren Fall festgesetzten Werte haben. Man erhält 


Ö (l, m) == =. N gr 2q) N | 
’Tgl,m)YMEFN+YN 1, x 


6 - YA 
sodaß unsere (}) betreffende Behauptung bewiesen ist. Man beachte, dab 
0o<2gq ist. 
Es möge nun eine Bewegung vorliegen, die für *<4, in (I) bleibt. 
Dann folgt nach einer schon früher benutzten Schlußweise leicht aus $ 6, | 
(4.), daß für /=t, 


1 u 1 a s 
Re >? 5) 1 
(10.) 36(M + N) = (S; t Pi dl ı)J | 64(M-+ N) Put U ü at u 


sein muß. 


Nunmehr wenden wir uns zum Beweise der Behauptung, daß eine 
»-Stelle des Gebietes (5.) existieren muß, für welche die Gleichungen (9.) 
erfüllt sind. Wir nehmen versuchsweise an, ein solches »-System existiere 
nicht. Dann gibt es nach $ 4, I eine »-Stelle auf dem Rande von (5.), für 
welche 


v, =. wv, (2), (S;), (u,)) auciag; P- v, }) v=1l,t,..N) 
>B, 


Hieraus folgt weiter für die genannte Randstelle von (9.) 


N 


(11.) (+P} EZ = Zyi(llw), &), W,)). 


Fassen wir die (x), ($,), (u), v,(@), (&), (u,)), gebildet für die genannte 
Randstelle, als x, &, vw, v-Stelle auf, so liegt diese Stelle im Gebiete (7.) und, 
wenn wir diese Stelle als Anfangsstelle einer Bewegung für /=/, nehmen. 
so bleibt diese Bewegung für <{, im Gebiete (2.) und daher auch in (}'). 
Folglich haben wir für =, die Beziehung (10.), also 


1 PTR 1 Pi 4 
361 + SAFE) Ft Er) 2 > lu, 
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wobei alle Größen für die in Rede stehende Randstelle von (5.) zu bilden 
sind. Wir haben also mit Rücksicht auf (6.) 


id A Yayeı 1 2e? 1 e? 
2A <zEHtN "9 FoamENy' a 


jerücksichtigen wir diese Beziehung, ferner (11.) und bemerken, daß für 
N 2 


eine Randstelle von (5.) Ev) 


= IC N) gilt, so erhalten wir 
v—| _ 


ER e? 1 De? 1 e? e? 209 
A+P) SI(M+ N) = 56(M+ N) 9 ToGaM+ N) 4 81(M+N) 256° 
Diese Beziehung ist aber offenbar unmöglich. Der Widerspruch, zu dem 
wir gelangt sind, zwingt uns, unsere versuchsweise gemachte Annahme 
fallen zu lassen. Der Beweis, um den es sich handelt, ist also geliefert, 
und damit ist auch der oben charakterisierte Teil unseres Hauptsatzes er- 
ledigt. 

Um nun den noch verbleibenden Rest unserer Behauptungen zu be- 
weisen, wollen wir versuchsweise annehmen, es gäbe zwei für alle t im 
Gebiete (2.) bleibende Bewegungen 7, und r,, denen sich 5 in der Weise 
nähert, daß die mit e‘‘ multiplizierten für gleiche ? gebildeten Unterschiede 
der ©. S,y,n-Koordinaten für <t, dem absoluten Betrage nach unter einer 
endlichen Grenze bleiben. Hieraus folgt, daß auch die mit e multiplizierten 
für gleiche ? gebildeten Unterschiede der x, S, y, 7-Koordinaten von z, und 
t, für >, dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen Grenze bleiben. 
Es konvergiert daher die auf 7, und 7, bezügliche Größe 


| M Er N N 
= "| 24 pa) + zur Lei] 
Yet u! , ul 
für oo nicht nach ©. Man kann nun eine das Gebiet (2.) enthaltende 
und in (I) gelegene Umgebung (C,) von @=$=y=n=0 finden, welche den 
$ 6, 11 für (©) genannten Bedingungen genügt, wenn =m=1 gesetzt wird. 
Wir können daher den Satz in $ 6, II anwenden und erhalten, wie man 
leicht sieht, für = 4, 


M 


N au 
(12.) Zt pad)+ Zur zii. 


i ul # 


Ferner sahen wir S. 236, daß das Gebiet (}’) die Eigenschaften besitzt, welche 
wir in 86, I für (42) nachgewiesen haben, wenn gesetzt wird 
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1 1 r. 24V N 
. £ 
6 +YyA 


= = m,= 
"  6YM+N' “ 8yM+N' 


Da nun 7, und 7, immer in (J) liegen, so ergibt sich aus $ 6, I,2 nach einer 
sehon oft benutzten Schlußweise für ?/=4, 


1 12 2 „2 l 
13) year AEHtrR + an N) 


N 
7 > v ez 
BU, > ar, 


ul | 


Aus (12.) und (13.) folgt &=«=uw,=v,=0. Es fallen daher die Be- 
wegungen 7, und 7, zusammen. 
Damit ist unser Satz vollständig bewiesen. 


$ 14. Uber die Werte der Konstanten des Integrals der 
lebendigen Kraft für verschiedene Bewegungen. 


Wir wollen mit o die kleinste der Zahlen p, q, 1 bezeichnen. Ferner 
seien /,m,o,e positive Zahlen, welche den Bedingungen 


27° 


1— m’ 


m<l, <1-e, 0o<2g, e< | 


genügen. Wir wollen nun eine solche Umgebung (7) von @«=!=y=n=0 
ins Auge fassen, daß die ersten Differentialquotienten nach «x,5,y,n von 
den X, Y in (7) absolut kleiner sind als 


q 177 


(V2MEN 1. EREEYEE (V2M+N  1-+g,a\ 
\fll,m) "24 Pe.) 


/RN\ u a 

tim) + 24 VN)(all,m)YM+N+YN) 2yA 

und die zweiten Differentialquotienten von A (s. S. 203) nach «,°,y.n in 
(7) absolut kleiner als 


M+N 2 f 
1+ (, nd 

Bezüglich der Bedeutung von E(/l, m), g(/,m),. AR vergleiche man 
s5 und $ 6. 

Wir wollen nun Folgerungen entwickeln, die sich an die Annahm 
knüpfen, daß eine Bewegung für W-T<t<h+r, T>O ım Gebiete (T) bleibt 
und dabei die (gemap S, 203 eingeführte) Konstante des Integrals der lebi ndıye 7 
Kraft gleich Ö ist. 
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Wir haben also für die genannte Bewegung 


M N 
zseEtpr)+ am uym+R=t 


und hieraus 


M 
(1.) <(s S+Pp; %)-+ Zu „„+R= C. 


t 


Ferner ist 


_pyıM „ar z N 
k =5(Zde]+ s;)+ =, (Yu + Nu y) 


\ 


-;- 


r [> i ; i I 
Ta N U FE A) 
Hieraus folgt weiter 


MA Zu: 


Rt Seit], 


(Si +p;27) + 9 


6 


Aus (1.) ergibt sich also 


u (M+N)r u), RL v? 
en PIE +»; )= 2 | Uul Ou o: [2(&+ + Pi) + z u a 
Da 
> u 4 R z Ur . » , mtb. - ei 1 , 
u] [ ul u “ 
erhält man hieraus 
‚ser N)r 
N) 2 N 
5) win ie e un +0 | C 
(2.) Pan (S; rPp: Et (M+- N)ri= u + _ + N j 
0" 0" 


Bezeichnen wir nun mit g die obere Grenze der Werte, welche 


N m 2 
449 | ; 
< Un . | & On 
u=l \u=l 


für Stellen des Gebietes (7’) annehmen können, so gilt nach $ 6 für t=4, 


N ee 41? M 

‘ L) > 2 = y 2 2.2 (9 

(3.) 2 <Im ZEHPN Hg, 
i= i= 


Somit folgt aus (2.) für +4, 
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nlioy, BA | 
21 0 . 2 m? 
u zer _M+ N)r = (5; +» X;) 
f Pr 
: (M+ N)r 
1+ | 
<< en "RZ en ı FE 
“er _(M+N), 
g’ e 
Nun ist nach der Definition von 
1_ 2° r o°’ EB € 
1— m? ' r(M+N) Ro 2 
a. o? | 1— m’ 
r(M-+-N 
Q u 
au pr r en “) 12 
EN. 
0 1 —'M 
Also ergibt die letzte Ungleichung für = 4, 
M g & 
xı/22 Ta >37 „-Üg-o)T ıL 
(4.) = (G+pa)< 2° (i ‚M+N ,) 
€ By 0° 
Berücksichtigt man nun noch (3.), so folgt für /=/, 
u. | 27° | 42 Ü 
x 2 2 j „l2g-o)t ‚ 
(9.) u (uu+ Mg r 1). 6 er ß (1 i M+N u 


0 
Wir werden nun aus den Ergebnissen dieses Paragraphen einige für uns 
wichtige Folgerungen ableiten. 

Folgerung I. Liegt eine Bewegung für genügend große t in emem Ge- 
biet (T), so muß die Konstante der lebendigen Kraft CO sein. 

Wäre nämlich in einem solchen Falle Ü<-0, so würde für genügend 
große ? nach (4.) (4 p; x;) eine negative Größe sein. 

Folgerung II. Liegt eine Bewegung immer in einem Gebret (T) und ıst 
für sie die Konstante des Integrals der lebendigen Kraft gleich Null, so gli 
für die bewegung stets a=fS=y=n=0. 

In der Tat, aus (4.) und (5.) folgt in diesem Fall, daß 
a 


«) 
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Be 2 . 2 
Ss (&-+ pP; ) und AU7 +v,) 


stets kleiner sind, als eine beliebig gewählte positive Größe. Man hat 
also stets 


M > "UE N ) 2 
PACHZ EA PA ART 
I 


u=! 
Unsere Behauptung ist also erwiesen. 
Folgerung III. Liegt eine Bewegung für tt, oder t—t m emem 
(rebret (T) und ıst dabeı die Konstante des Integrals der lebendigen Kraft 
gleich Null, so nähert sıch für >» bezw. > — wo die Bewegung der Stelle 


v=f=y=n=(0 ın der Weise, daß die mit Bis ae multiplizierten Koordı- 
naten @,&,y,n zwischen endlichen, für das Gebiet (T) ein für alle Mal wähl- 
baren Grenzen bleiben. Ist d eine Konstante, die der Bedingung O<d<y 
genügt, sonst beliebig gewählt ıst, so streben die mit e''" multiplizierten Koor- 
dinaten nach Null. 

Der erste Teil dieses Satzes geht aus (4.) und (5.) unmittelbar her- 
vor. Um den zweiten Teil zu beweisen, wählen wir eine Konstante d, 
gemäß der Bedingung d<<d, <q. Hierauf bestimmen wir eine Umgebung 
(T) von @=$=y=n=0 ähnlich wie vorhin (7), nur wählen wir an Stelle 
von o den Wert 29—2d,. Da eine Bewegung der vorausgesetzten Art der 
Stelle 2e=5=y=n=0 zustrebt, so liegt sie schließlich, etwa für £>/, oder 
'—_t, in (T,). Dann zeigen die (4.) und (5) analog gebildeten Ungleichungen, 
daß für (>t, oder t<t, 


> ’ £ 
Ss (tn) <Ze, 


ar 


ur Tr a 
Zu WZag lg ‚+ 1). d 


— m’ 
gilt. Hieraus schließt man sofort auf die Richtigkeit des zweiten Teiles 
unseres Natzes. 
$ 15. Über Lösungen, die der Gleichgewichtslage zustreben. 
I. D>O0 sei so gewählt, daß das Gebiet 
(1.) |, u <D, nu, Qulyul<D 


soweit die ,y in Frage kommen, innerhalb (T) (vergl. $ 5) liegt und in 
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ihm die partiellen Differentialquotienten der X, Y nach den , &, y. 7 absolut 
kleiner sind als | 


qT 
4(M-N)' 
)ı . . 

Hierbei bedeutet 7 die kleinste der Zahlen p,1, .r Dann gilt folgen- 
der Satz: 

N 

Es sei 0<d<D. Jeder Stelle (v) des (rebretes >: v, d’ entspricht 
ui ö 


eine und nur eine Bewegung, welche für emen vorgeschriebenen Zeitmoment t, 
die Stelle (°) als partielle Anfangsstelle hefert, für a In (1.) hlerht und 
fur t—>oo der Stelle zujeyen=0) zustrebt. Diese Bewegung hlerht fur 
>t ın 

(2.) S 3 Pit <A, Nur Au Yu <A. 


Die mit e” multiphizierten Koordinaten x, S, y,n streben für > x nach 
Null, wenn a@ irgend eine positive Konstante <q bedeutet. 

Zum Beweise gehen wir zunächst auf $ 12 zurück und bemerken, 
daß die Gebiete (1.) und (2.) den daselbst für (./) genannten Bedingungen 
genügen, wenn h=, gesetzt wird. Als Bewegung o nehmen wir 

z=ef=yen=0. 
Diese Bewegung bleibt in 
IS;|, Pilz <D-D, u, 10,1< D-D 
und in 
Ss, pu<d-d, ul, |v d--d, 


4 


welche Gebiete X entsprechen. Der Satz am Anfang des $ 12 zeigt nun, 

daß eine Bewegung existiert, welche für /=1, die Stelle (») liefert, für ?> /, 

In (2.) bleibt und für > der Stelle «=5=y=n=0 so zustrebt, dab 
q9 


r . zit a . en . . N 
die mit e” multiplizierten Koordinaten x, S, y,n zwischen endlichen Grenzen 
bleiben. Derselbe Satz lehrt auch, daß diese Bewegung die einzige ist, die 
für £>4, in (1.) bleibt, für =, (v) liefert und für > x der Stelle 


i=s=y=n=0 


SIT) 


- ‘ t . . . . . . 
so zustrebt, daß die mit e’ multiplizierten Koordinaten absolut unter einer 
endlichen Grenze bleiben. Kann nun außer der genannten Bewegung eine 
andere existieren, die für {= {, die Stelle (v) liefert, für 4, in (1.) bleibt 
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und für >oo der Stelle 2=f=y=n=0 zustrebt? Eine solche Bewegung 
müßte mit der Zeit in jede noch so klein gewählte Umgebung von 


eintreten und die Konstante des Integrals der lebendigen Kraft wäre gleich 
Null. Somit kommt schließlich der Satz $ 14, Ill zur Anwendung. Es streben 
daher die mit e“ multiplizierten Koordinaten nach 0, wenn « irgend eine 


Konstante ist, die der Bedingung O<a<Zg genügt. Somit bleiben die 
7, 


mit e° multiplizierten Koordinaten für >, absolut unter einer endlichen 
Grenze. Wir haben aber eben gesehen, daß die vorher erwähnte Bewegung 
die einzige ist, welche allen diesen Bedingungen genügt. Somit ist die 
oben aufgeworfene Frage in verneinendem Sinne zu beantworten. Daß die 
betrachtete Bewegung sich der Stelle e=5=y=n=0 so nähert, daß die 
mit e“ multiplizierten Koordinaten nach O0 streben, geht aus den eben ge- 
machten Bemerkungen unmittelbar hervor. Somit ist unser Satz bewiesen. 


Durch unseren Satz sind jeder v-Stelle des Gebietes 5 v,—D' 


u—l 


Größen ;, $;, v, eindeutig zugeordnet. Man kann daher in gewissem Sinne 


die letzteren als im Gebiete 5 ",D’ definierte Funktionen ansehen. Diese 
sind nichts anderes als die am Schluß des $ 12 eingeführten Funktionen 
(2),(&), @) für den besonderen Fall, wo h=%, H=D und das Gebiet (1.) 
die holle von (J), die Bewegung 2 =5=y= = die Rolle von o spielt. 
Die ın Rede stehenden Funktionen sind nach $& 12 im Gebiet 5 2, — D* stetig. 


u , 

II. Es möge nunmehr irgend eine ae vorliegen, die der Stelle 
=s=y=n=0 für >oo zustrebt. Wir wählen eine Zahl 0 <a<Zg und 
zwei positive Zahlen /und m. Hierauf bestimmen wir nach $ 6, II zu /,m 
und A=« eine Umgebung (C). Für genügend große ? wird die betrachtete 
Bewegung in (U) liegen und 

M ” w N N 
a LEICHTE 
i= ul u=l 
wird für —>oo nicht nach » konvergieren. Wir können daher den am 
Schluß des $ 6 formulierten Satz auf die betrachtete Bewegung und die 
Bewegung ©=5=y=n=0( anwenden. Es gilt daher für genügend große / 


N 
= Pd nr 
- Un 


M 
F>(5H+p a) +m 
i==1 } 
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falls, wie wir voraussetzen wollen, die gegebene Bewegung nicht mit der Be- 


wegung <=$=y=n=0V zusammenfallt. Somit ist für genügend große / 


N 
memals Zv,=0 und es gilt 


ul 
. &; . DV; . U 4 
Lim —— =Lim = Lim —— =0. 
I 2 / e 9 I u / x I—>%U j u 7 
| u Vu | u Yu l 2 © 
ul ul u=l 


Letzteres folgt daraus, daß die positiven Zahlen / und m beliebig gewählt 
werden durften. 
Offenbar gilt ferner für — »x 


N N 
3 (u — u) 5 (vu + u)’ 
==] al 
a | Br 
N I N ’ 
Pr 2% 
al u l 
also 
N N 
u 3 
P Ju Yu 1 B: l 4 1 
I ==) 
N ey N nn“ 
x 2 4 . \ > 
2 U PX 
ul ==] 


Man kann daher in den oben (Zeile 4) stehenden Gleichungen die Nenner 


Mil IN ia, 
durch Y > 7, oder | & g},y, ersetzen, ohne die Gültigkeit aufzuheben. Die 
vu ua)’ 


eben genannten zwei Größen verschwinden natürlich für genügend große / 
nicht. 


$ 16. Uber Lösungen, welche der Gleichgewichtslage zustreben. 
\ » y n 
(Fortsetzung.) 


Bei den Untersuchungen dieses Paragraphen wollen wir die Annahme 
machen, daß nicht alle q-Größen unter einander gleich sind. Unter dieser An- 
nahme wollen wir eine Bewegung ins Auge fassen, die der Stellee=s5=y=n=0 
zustrebt, ohne daß dabei stets @=S=y=n=(0 ist. Wir wissen, daß für 
genügend große £ hierbei die »-Größen nicht gleichzeitig verschwinden. 
Wir schließen ferner aus dem gegen Ende des vorigen Paragraphen Gesagten, 
daß man für genügend große ? setzen kann 


M ve N : N 
(1.) pP ($; 1 x;) + = U ei A = Dun , 
= ya u 


wobei A eine positive Konstante ist. 
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Nunmehr denken wir uns die v-Größen irgend wie derart in zwei 
Gruppen geteilt, daß die den v»-Größen der Gruppe I entsprechenden 
q-Größen kleiner sind, als die den v-Größen der Gruppe II entsprechenden 
g. Die Summe der Quadrate der » der Gruppe I, gebildet für die gegebene 
Bewegung, wollen wir mit w, bezeichnen. w, habe die entsprechende Be- 
deutung für die Gruppe 1I. Weiter sei », der größte g-Wert für Gruppe I, 
r, der kleinste qg-Wert für Gruppe II. Wie auch eine Umgebung von 
=5=y=n=( gewählt sein möge, schließlich bleibt die betrachtete Be- 
wegung in dieser Umgebung. Beachtet man diese Tatsache, erinnert sich 
ferner an (1.) und zieht endlich die Gleichungen 


dv; 


dt ale 2qu Vu + 2v, F, 


in $ 5 heran, so erkennt man die Berechtigung folgender Aussage: Für 
genügend große / gilt 


dw, — 


dt Baba Zr, W, — y(w, + w,), 


0 do, — 
2.) 1 < enro+yw tw), 





0, —>0, 5 >0, w+w,>0, 
wobei y eine Funktion von ? ist, die für >oe nach O strebt. 
Wir wollen setzen 


w, m) nr lu 
m ——n 1—-o BL. 0<_0<|1. 
+ ®, | A 

Es ıst 


do, Ar dw, 
do __ dt dt —o,|-2r, 0 —y(o, +®,)]+®, [2r, @—y(o, +®,)] 
di u | (o, +0,)° 


=2(r,—r,) o(l—0)—-y; 





also haben wir 
dd — 


(3.) 7 >2m—n)o(ll—-0)-y. 
Wir wissen, daß »,<r, und „—0 für >x. Nunmehr wählen wir eine 
Konstante e gemäß der Bedingung 0<e<! 


929 
eroße f gilt y<(m—r,)e(l—e). Es sei dies für £>>i, der Fall. Wir 


sonst beliebig. Für genügend 
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wollen nun Folgerungen entwickeln, die sich ergeben, wenn einmal für 
>4 e<0<1-e gilt. Dann ist, wie leicht zu sehen, o(1—- 0) —e(1—e) 


und folglich für den betrachteten Moment 


do 


e, \ 
ieh. 
dt \ + ) \ / 


Also wird o, wie leicht zu sehen, nach einer gewissen Zeit gleich 1—e und 
hierauf stets größer als 1—e sein. 

Indem wir nach dieser kleinen Abschweifung zu unserem Gegen- 
stande zurückkehren, erkennen wir nunmehr, daß es überhaupt nur zwei 
Möglichkeiten gibt: Entweder wird für genügend große ? schließlich immer 
o>1-e gelten, oder es wird für genügend große ? schließlich immer 0 <e 
gelten. Dieses Resultat lehrt (wenn wir bedenken, daß e nur der Bedingung 
0 <e<Z, unterworfen war), dap für t> x entweder o>V oder o>1 gilt. 


Somit haben wir bewiesen: Für tw konvergiert eine der beiden Größen 


m, 
und — nach 0, die andere nach 1. 
0, V, w, + w, 


m, 


Um dieses Ergebnis zu verwerten, wollen wir nunmehr die v-Größen 
derart in Gruppen teilen, daß die » mit gleicher g9-Größe in einer Gruppe 
vereinigt werden. Es mögen im Ganzen n Gruppen entstehen. Wir be- 
zeichnen die Summe der Quadrate der zu einer Gruppe gehörigen » mit 
013 023... 0, Wobei den wachsenden Indizes wachsende g entsprechen mögen. 
0,+0+---+0,, bezeichnen wir mit w. 

Von den Größen 


0 oe. +e. 0e+e,+e, 0, +0, +',+0m 


Sl 2 “ 3 
4 % 


[er 0 16 () 


strebt für >» nach dem Vorigen jede entweder nach O0 oder nach 1. Da 
die letzte Größe immer =1 ist, so gibt es eine bestimmte erste Größe 
dieser Reihe, welche nach 1 strebt. Es sei dies die 4-te Größe. Ist A=1, 
so haben wir für > 


0, 5 1 N 0, + 0, = ln 4 Om 


() () 


=d, 


woraus in unserem Fall offenbar folgt 


u 0, ei 2. 


[en 0) () 
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Ist A=m, so haben wir für > 


9 +& ++ on-ı 


= Lau EEE 5 
0) 
Also ergibt sich dann 
nf), 0, eh uefie em .1, 
() “ [63] [677 
Ist 1<A<m, so haben wir 
+6, +" tem ,g 0, + .. 5. 
17) . w , 
0, +1 + 0142 + £ ..- Om %or 0 
() 
und folglich 
ey ag re re, ea Trrggnigıl 
w ( (v 169) (W) () 


Somit gibt es immer einen solchen Index 4, daß für > 


0 A na 1 x F . 0 
( 109) 


gilt, wenn 9>4. o, verschwindet für 
hat. sobald 9 >4, für > x 


04 


0 


genügend große ? nicht, und man 


M N 

S(+&)+ Zu, 
i=1 u! 

—( — —U., 


0, 


‘s sei, um ausführlicher zu schreiben, 


2 .2 
®, — VD + ! 8 2 


2 
.. v,; 


wobei v,,%z,...v, alle einem und demselben g-Wert entsprechen, den wir 


mit 4% bezeichnen. Offenbar gilt für t— 


(Butu’ + @shu) + 
va + v3 +... 


Also ist für {> wo 


I 


+ EU)" 


v; 


R: 


tat te 1 ytypt+y 1 


> 7) 15) , ‘ j Ai. rwr\ 
er t.+% 4 utvV + +u 46°’ 
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a? 5} 
ni ——— A _— > () , . —— 7 () r 
r | m2 „2 as“ I .2 N .2 
Var + +% Our; 4 ae 
u 2 
r ) 
Pr ae E 9 u. () } B k r- Fi A > () * 
u+v:+-+v% vu. ++ '.-+v 


wenn 7 keiner der Indizes «.?,...y ist. In der letzten Reihe können wir 
die Nenner auch durch 7,+n;+-+n, oder y,+y;+---+y, ersetzen, ohne 
die Richtigkeit aufzuheben. Wir haben auch für — x 


N tp+ tn, 7 
ytyt'"+%Y 


Wir wollen zuletzt noch unsere Aufmerksamkeit auf den Fall lenken, wo 
alle q unter einander verschieden sind. 
In diesem Fall gıbt es nach dem Obigen einen solchen Index 4, daß 


fu r 1x 


In 


A > Pe rn ls 
Lim“ =Lim®=Lim “=Lim” = 0, 
Yı Yı. Yi HJ 


wenn T: ’® Die Nenner können ach durch N, ersetzt werden. ohn« dr 


Richtigkeit aufzuheben. 


2 


. . N, y . . . Zp 
Wir haben ferner Lim “—=g:. Bedenkt man die Stetigkeit von 


top 2 Ib Y; 
» / 1 . N, . N 
so folgt, daß man entweder Lim -"= +9, oder Lim = — q, hat. 
>» Mi a N 


Kapitel IN. 
$17. Ein Hilfssatz. 


In diesem Kapitel wollen wir die in $ 5, S. 202 angegebene 
spezielle Form der 42, in weiterem Umfang als bisher benutzen und auf 
diese Weise zunächst einen Hilfssatz ableiten. Wir wollen wieder, wie schon 
in $ 5, an Stelle von x, %,...&y, Yır-..Yy die Bezeichnung w,, w,,... w, an- 


n 


wenden und an Stelle von $,,&,..$&n NsNs.+..7y, den ©,,@,...@, ent- 


sprechend 4,,4,,... 4, schreiben. Offenbar kann man nunmehr drei nur von 
den Anfangsdaten abhängige Zahlen S>0, P>0, Q>>0 derart angeben, 
daß Folgendes gilt: 


r 
/ 
| 


\ 


1. Das Gebiet |w,|<S ((=1,2,...n) liegt ganz im Gebiete (T) 
$ 9, 8. 203). 


vgl. 
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2. It O<D<S und |v|<D (=1,2,...n), so gilt 


12, ER 
<PZE#+QD. (=1,2,.. n) 
dt 1 . 


Es bedeute nun /) eine Zahl, welche den Bedingungen 


1 
nP 


DO, D<S, D<; 


genügt. Wir wollen Folgerungen ableiten. die sıch an die Annahme knüpfen, 
daß eine Bewegung für t>T ım Gebiet (2), d. h. |w,|< D bleibt. Wir behaupten, 
dap unter dıeser Annahme für «alle l> T 

S4<8nQD’ 

sei 
gilt. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, daß für =, ZT 

die Behauptung unrichtig sei, sodaß also 


S4,—>8nQD’ 
i—1 


eilt, wobei A, die Größe 4, für t=f, bedeutet. Wir wählen nun von den 4, 

>[4.|@=1,2,...n). Dann ist 

(Der Gebrauch der Indizes, welehe auf entsprechende Zeitmomente deuten, 
h ' i 4D 

wird wohl ohne weiteres klar sein). Wir setzen jetzt =4-+ rue Dann 
a1 





eine Größe 2,, so aus, daß |A,, 








N z 
= | | —>Vu, 


bat 


haben wir 
u : : „ .8D? 


Vu or 1 + W, 4 w 


1 On 
lo41l . 


Ioj1|” 


Hierbei deutet der Index « auf einen /-Wert zwischen /, und zr. Somit 


ergibt sich 


4D 
Dar Dar — Vai’ t | In" 2 
7 Vai ! Fu N al \ 
\o,.|= 3D° u en + /@,.| >5D: (4D-|w,, ur WV ,.1 ). 


Nun ist aber |»,, — w,,| nach der Voraussetzung <2D. Somit haben wir 


r |2 
7 Dat) 7 at 
| B>_ ww. >44 


\w 4 D , 2.44 au® 


OU 


Berücksichtigt man nun die oben, Z. 2, stehende Ungleichung, so erhält man 
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n Io, ? ) 2 Shi . 
I) 13,2 ! Hal EEE en. BE 
k = ra D>|il> 4D 4D — 4nD 
Hieraus folgt 
a Un ”..„ (1—-4nPD QUD 
u ch>E ii 4nPD > sch 


e==1 —1 


| : ; ARE ” i 
ist der Koeffizient von X 4), rechts —>0. Berücksichtigt 


Wegen D<n.P _ 


en \ Y m ® . 
man nun noch & 4, —8nQD’ (vergl. S. 250), so sieht man, daß die ganze 


1 
. () D , \ . . 
rechte Seite — D (1—-8nPD) ist. Also haben wir 
n n a () D 
3u,-3u>%’a-suPD) 
RR x a 
Weeen D<. ist 1-8nPD>0. Wir haben also 
oO SnP 
Er > Zi >8nG Er, 
i=1 ——i ai 


Somit können wir die vorhergehenden Betrachtungen wiederholen, indem wir 
nicht von /=t,, sondern von /=f, ausgehen. Wir weisen dann die Existenz 
eines solchen /-Wertes /, >/, nach, daß 

n n (JD ’ 


a2 >. 2m — P] \ 
Zi, Shu> Pp 1—-8n PD). 


So fortfahrend erkennen wir, daß /-Werte /,<t,<{t, ... größer als 7’ ange- 
geben werden können, für die 53 i 
nicht möglich ist, wird im vorliegenden Fall einfach mit Hilfe des Integrals 
der lebendigen Kraft bewiesen. In der Tat, für die betrachtete Bewegung 
lehrt dieses Integral, daß die lebendige Kraft 7 für :>T7 innerhalb end- 
licher Grenzen liegt. Sobald nieht alle & verschwinden, haben wir 


nach „Unendlich“ konvergiert. Daß dies 


n ! ! 
rn 5) ' ! “ BD ı N Wr (); 
1=2 Bw. w=2>w,; En. 
rs 1=1 rs n r n 
zw’ Zw 


=1 =) 


Setzen wir der Reihe nach ?!=4, f,,f,,..., so müßte hiernach 


' ! 
Wr 0, 


En . — 


EB 


rs 


(0 


n 

. 2 . 2 
| > w, | > w,; 
1 01 
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gelten. Das System 


@w w; w), 
0, W2,...W,, m 0, 
Yzo: YzEor Yxur 
i==1 1 i—1 
gebildet für t=1,,t,, t,,..., besitzt wegen 
w; inch 
Io!<D, = 1 
Yzw’ 
ı i==1 
mindestens eine Häufungsstelle im Gebiete 
| My Lass 
ke, u on | 
w'<D, | je el, 
} 5 0;? 


il 


Man kann daher aus den /, £,,t,,... eine Reihe 7,",?",... so auswählen, daß 


W; V, 
DV, Ware. 2, — u b) ... u wi 
/ n n 
2 > ı2 
Y ze: PX 
i=] i==1 


für die genannten {-Werte nach einer Stelle 


Oyy Ayy er On, PP 


konvergiert, wobei &, <D, |, <1, e Pi=1. Wegen der Stetigkeit der 
5,, gilt dabei 


rs 


! 


! 
0; 0; 


> uw, MD 
= 5b, Serien > &[B,]P,-P,, 
$ Pi ai 2 rs 
) 50” V N wi’ 
i—=1 i=1 


wobei [2,,] den Wert von BD, für &,=e,;, ((=1,2,...n) bedeutet. Diese 
Grenze ist aber, wie wir schon wissen, gleich 0. Also ist 7’ gleich O für 


’ 
0, —4,;, o,=ß,;, 


obgleich nicht alle ?,; verschwinden. Dies ist, wie wir wissen, nicht der 
Fall. Somit hat die versuchsweise S. 250 gemachte Annahme, unsere Be- 
hauptung sei unrichtig, zu einem Widerspruch geführt. Die Richtigkeit 
unserer Behauptung ist also erwiesen. 
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$ 18. Uber Bewegungen, welche für einen einseitig oder beider- 
seitig unbeschränkten Zeitraum in der Nähe der Stelle 
x,=y„=0 bleiben. 


Es mögen zwei Bewegungen für ?>r in (7) liegen. (Bezüglich (7) 
vgl. den Anfang von $8 und $ 10). Für t=1,>r mögen die x,£,y zu- 
sammenfallen. Für t=t, ist dann (bei einer Bezeichnungsweise wie in & 6) 


' 4 


I un u 49 
= =zs& — () UV 


N 
Wäre für =4, & u, +0, so müßte (nach $ 6, 1 mit Benutzung einer 
ul 
mehrfach vorgekommenen Schlußweise) für =, 


N N 
-') y Fi . 9 
u 2 Je. >) Un 
u - u 

u] ==] 


gelten. (Bezüglich O<A<Z1 siehe den Anfang von $ 10.) Dies widerspricht 
E 


dem Vorigen. Also gilt für /=, z u„=0 und daher v,=v,=0 (u=1,2,...N). 
Somit fallen unter den genannten Bedingungen beide Bewegungen zusammen. 
l 
N 
genügen. Dann ist 1-YN Y’+m?>0. Wir bestimmen eine Umgebung (12) 
von 2=sS=y=n=0, welche den Größen /, m so entspricht, wie es am 
Schluß von $ 6, I erklärt wurde. 


Nunmehr seien /, m positive Zahlen, welche der Bedingung /’+ ın’ < 


d>0 sei eine Zahl, welche den früher (am Anfang des $ 8) ange- 
gebenen Bedingungen entspricht; außerdem möge das Gebiet 


> > Br ] Ti 7s B= d 
pP d 4 - Gann ( 4 la Me > y N 
in (42) liegen. Für das Gebiet 
BE d 
II 8.15 < . vı< 
( ) I '3yM 2yN 


haben wir am Schluß des $ 10 eindeutige und stetige Funktionen von x,&,» 
[1], [ae]ı +. [ro] 


. .. . . = d . . . u ER 
eingeführt. Dabei gilt [u] < aVN’ und wir wissen, daß ein System «,$5,® 
” #: “ 


aus (/7) und die zugehörigen [x]. [?], ... [%y] eine Stelle geben, die, als An- 
fangsstelle genommen, eine für wachsende ? im Gebiete 
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plel, sI<ed, Jul, el< 


bleibende Lösung gibt. 
Es sei nun Yo, Yos +++ Ym, ein System von %,,%Yr, +... Yy-Werten, das 
dem Gebiet 


vv 


1—-YNY®’+m’ d 
Yu y.|< > '2yN 


entnommen ist. Wir bilden die Funktionen 





[v.]— 2 gu Yan Pu (X; 5: dv). (u=1,2,... N) 
Dieselben sind im Gebiet (77) definiert und stetig. Wir behaupten: Wählt 
iz d m 
man x, $ fest der Bedingung p!«|, |s| < 72 gemap, so kann man die ©, Ya, ... %y 
[4 YA 


gemäß der Bedingung |v| < >75, 80 bestimmen, daß alle p, gleichzeitig ver- 
YN 
schwinden. 
In der Tat, andernfalls würden die 9, (die jetzt, Funktionen von 


v1, 09,0, allein sind) stetige Funktionen von v,,%%,...v, darstellen, die im 


* l [ ® * * . 
Gebiete |v!< _ _. niemals gleichzeitig verschwinden. Der Satz $ 4, I lehrt 
.) V \ 


— | 


i Ä I . 
dann, daß es auf dem Rande des Grebietes |v|<, 7 mindestens eine v-Stelle 


geben muß, für welche p, (7. $,v)=pu-r. (u=1,2,...N),p >0 gilt. Für 
diese v-Stelle hätten wir also 


[%,) Be 24, Yus u (1 +P4) Uns („u=1,2,...N) 


y - dr . e 
Da die v-Stelle auf dem Rande von rI<;, y liegt, so gibt es dann einen 


ih As 


solchen Index o, daß 


I[,] — 29,4% „= + Po) zur 


also 


d 3. 
(1+ Pi) vn I@Jl+ 29, Yaol, 


d 
2YN 


d 
YN ' 





< [ul +29, YyulZIlull+ A-VN VEHmY:, 


[ul>vPFm5 
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Wir nehmen die festgewählten x,&, die eben besprochene »-Stelle und die 
zugehörigen [%,], [”.], ... [y] als Anfangsstelle (“,S,», ) und erhalten eine 
Bewegung, die für wachsende / in 


plal» la, Tal, IS 


2YN 
bleibt. Nach der Vor 'aussetzung bleibt die Bewegung auch in (2). Für den 


h d 
Anfangsmoment ist Z u„>0 wegen [| >VYU’+m’-z. Also muß (nach 
einer oft benutzten Schlußweise, die sich auf $ 6, 3 stützt) für den Anfangs- 
moment 


2 0 i + N 74 
"FE (5; +P; %;) + m R: Du B> Pi: [%,] 
==] N ui 
sein. Hieraus folgt für diesen Moment 
se ‚d’ . nd 
9 tm T>a >t+m) T° 


Aber dies stellt einen Widerspruch dar. Somit müssen wir unsere versuchs- 
weise gemachte Annahme aufgeben. Unsere Behauptung ist also erwiesen. 

Wir wollen die Elemente einer »v-Stelle, für welche alle p, ver- 
schwinden, mit v9, Yo, +. %y, bezeichnen. Die zugehörigen [.,], [,],.... [ 
seien [?%, lo, [?#]b, +. [tyl). Wir wählen die festgewählten x, 5, die "05 Yaos ++. Un 
und [2% Jo, [?2Joy +. [ty als Anfangsstelle und erhalten dann eine Bewegung, 
welche für wachsende / in 


ar d 
‚\x . I& id. mM „19 f 
/ ' | Br | - | | | |< 2] A 
bleibt; dabei gilt auch 
1.) —-%|— d 1 [1% + du d 
du EA Ei 2 en 2] N ’ 2 E: 2 | 2] \ 


Für den Anfangsmoment haben wir für diese Bewegung die festgewählten 
”, $-Koordinaten, außerdem für den Anfangsmoment 


[%. " Di Öuo In. Yuo 
Su Yu - ‘) . = u Yavs (zu 1,2,..0) 


— -_— 


also für den Anfangsmoment 


Yu =UYn» (u =1,2,..) 
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Wir haben somit folgenden Satz gefunden: 





Wählt man ein System x, &, aus dem Gebiete p|x|, |E)< m und 
em System y,, aus dem Gebiete 
E d 
Yu Y, en u© > BEER 2yN’ 
so kann man eine Bewegung finden, welche für einen willkürbch gewählten 
Anfangsmomentt=T z,=x,, &=&, Yu= Ya Wefert und für {—T im Gebiete 


pi, <a, u|, vi <— 
bleibt. Für diese Zeiten gilt auch 


Nulr Iu Yu < gar 
Wir setzen 
PP... - 11. | ER 1—-YN e. + m’ 
+24 VN i 


4 sei eine Zahl, die folgenden Bedingungen genügt: 


AV, AD, <a: 


Das Gebiet 2, y <4, 3 5S + z n„<8nQ 4 liegt in (7). 94 genügt den 
in diesem Paragraphen für d aufgestellten Bedingungen. (Bezüglich S, P, Q 
vergl. $ 17.) 

Wir beweisen folgenden Satz: Ist 0 <d<4, so kann zu jedem 
7,8, y-DSystem des Gebietes 


\ h.g 
.|&;|,; I Su 
P: i 6; ut » 1 Y ML 2yN 


eine und nur ewme Bewegung gefunden werden, welche für einen gegebenen 
Anfangsmoment t=t, die genannte Stelle hefert und für tt, ım Gebiete 
|, y <4 bleibt. Für diese Bewegung gilt für tt, 


>98, ll Z- 


| |£ 
Pil%i, IS: us (Pu 


- 


2yN 


N ’ IulYu SEE Ö, 
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In der Tat, da 9-4 den in diesem Paragraphen für d angegebenen Be- 
dingungen genügt, so gilt das gleiche auch von g9-d. Somit folgt aus den 
Ergebnissen dieses Paragraphen sofort, daß man eine Bewegung finden 
kann, die für /=t, die gewählte Stelle liefert und für ?>4, im Gebiete 





2 . g-d 
Pi ;|, 15|<Y Ö, «|. E A 2YN 
bleibt, wobei für die genannten Zeiten auch 
= 90 
nal; Au Iyu!- “ 2YN 
\ . - E\ 4-Ö 
gilt. Nun ist aber 95 <g4, ferner y<p und y<24VXN, also “ 4 
[ :Ö Iso . . .. 
und -. nl Für die genannte Bewegung gilt für t—/, 
sta, y,I= 9-6 x 9-6 Laie 
u. ATI gu2YN — g-2YN 


Somit ist die Existenz einer Bewegung mit den geforderten Eigenschaften 
erwiesen. 

Wir nehmen nun an, es liege irgend eine Bewegung vor, welche 
für ?=1, die gewählte Stelle liefert und für 4, im Gebiete |x|< 4, |y|<4 
bleibt. Da 7 den in $ 17 für D angeführten Bedingungen genügt, so gilt 


dann für £>4, auch 





ZE+ SF M<EnQE 

i=1 y=1 

sodaß für >14, die Bewegung in (7) bleibt. Zwei derartige Bewegungen 
würden für t=t, gleiche x, &, y liefern und daher (vergl. den Anfang dieses 
Paragraphen) zusammenfallen. Somit ist unser Satz vollständig bewiesen. 
Wir beweisen nun noch folgenden Satz: 


qg 
| "3yM 
genügt, gıbt es eine und nur eine Bewegung, welche für einen vorgeschriebenen 


Zu jedem System x,$, welches den Bedingungen p;|\x;|; ) 


- 





Moment diese x, $-Stelle als partielle Anfangsstelle hefert und für alle t im 
Gebiete |x|, |y|< 4 bleibt. Dabei gilt für alle t 


2 
2YN 








fe 
Si 


Pi |» 


<gId, ul Wul< 


= I \ 
In.l; 4u\yu|< 2YN .d . 
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In der Tat, 9.d genügt den Bedingungen, welche für d aufgestellt sind. 
Nach einem Satze des $ 11 gibt es daher eine Bewegung, welche für den 
Anfangsmoment die x, $&-Stelle liefert und für alle Z im Gebiete 


: 4-Ö 
p: |» |< 0, |u.l; rl < 21 \ 


bleibt. Hieraus folgt zunächst für alle # |n.|, 94 |y.\< 5 n und ferner nach 


dem Vorhergehenden |«;|, |y.|< 4. i 

Es bleibt noch übrig, zu beweisen, daß diese Bewegung die einzige 
ist, die den im ersten Teil des Satzes geforderten Bedingungen genügt. Bleibt 
eine Bewegung für alle Zin ||, |y|<<Z, so bleibt sie nach dem Vorhergehen- 
den, wie leicht zu sehen, für alle ? in (7). Nach einem Satze am Schluß 


des $ 11 ist also nur eine Bewegung der geforderten Art vorhanden. Damit 
ist unser Satz bewiesen. 


$ 19. Uber einige Eigenschaften der im vorigen Paragraphen 
charakterisierten Lösungen. 


I. Wir wählen eine positive Größe A<{g aus und hierauf wie am 
Anfang des $ 12 ein Gebiet (J) 


“ ‚= en 
ua, 4,91 


Ferner wählen wir eine positive Größe A, welche kleiner ist als alle 
A, 5-Größen. Endlich bestimmen wir eine positive Zahl Z, welche den 
Bedingungen 


Bee EEE 5 


SnP’ 
VnQ-1L=A-H, (VinQ+q)L=ZB,—-H 


genügt. (S, P,@ haben dieselbe Bedeutung wie in $ 17). 

(lt ber einer Bewegung für tt, |%,, Y„<L, so gibt es unendlich 
mele Bewegungen, welche für tt, in (J) bleiben und für t—oo sich dieser 
Bewegung asymptotisch in der Werse nähern, daß die mit e" multiplizierten 
für gleiche Zeiten gebrldeten Unterschiede der x, &,y,n nach Null konvergieren. 

In der Tat, da L den in $ 17 für D angegebenen Bedingungen 
genügt, so gilt für die erstgenannte Bewegung für 4, 
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aM \ 
+ L:n,<8nQL. 
1 u=] 


Wir haben also für ?>%, 
Pi&ı <Pp; A A, = HH. << VSnQ- L A—H, 


1, le.l<im.+ lu l< VER Q+)L<B,.—H. 


Die Anwendung des Satzes in $ 12 lehrt nunmehr unmittelbar die Wahrheit 
unserer Behauptung. 


II. Wir bezeichnen mit s den größten unter den p»,, 9, vorkommenden 
Wert; ferner möge gesetzt werden 


1 
da = -— — R 
In(YSQ+s) 
wobei Q, sowie die sogleich vorkommenden Größen S und P dieselbe Be- 
deutung haben wie in $ 17. Es möge nun eine Zahl A gemäß der Be- 
dingung O<h<{g beliebig aber fest gewählt werden. e sei irgend eine 
positive Zahl, die den $ 13 genannten Bedingungen genügt und außerdem 


° mo ' 1 ® . 4 
den Bedingungen 9-e<S, P<,p Dann gilt folgender Satz: 


Bleibt eine Bewegung B fur t—1, ım Gebiete la; Iy,I<yg-e, so gubt 


es eıne und mur eine fur alle t im Gebiete 


P 


2yN 


plallslZe,  Malleuls 


bleibende bewegung E, welche folgende Eigenschaft hesitzt: Die Bewegung BD 
strebt für > oc ın der Weise der bewegung E zu. daß die mit e multiplı- 
zıerten fur gleiche Zeiten gebildeten Unterschiede der ”.®, Y, n- Koordinaten 
von B und E für tt, dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen 
(Grenze bleıben. Diese bewegung E blerbt offenbar auch stets im Gebiete 


E 


2yN 





S;|- ey In, 





pw, » Yulyul< 
Ferner konvergieren hie genannten mit e" multiplizierten Koordinatenunter- 
schiede für >» nach Null. 

Wir erinnern an den in $ 13 gefundenen Satz. Zum Beweise des 
eben ausgesprochenen Theorems ist es offenbar hinreichend zu zeigen, daß 
für £>>t, die Bewegung 5 im Grebiete 
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2 
pilzl,lE Zn SymzN® 
u 1 . e 2 
5 = — 
WI<(gyn - ymER)" 2u<(oyumrN) 


bleibt. Daß dies der Fall ist, wollen wir nunmehr beweisen. 
Da g-e den in $ 17 für D angegebenen Bedingungen genügt, so gilt nach 


$ 17 bei der Bewegung 2 für !>% x &+ 2 n„<8nQg’e. Wir haben 
dabei außerdem 
Pi e 


: T, D;* Pe = —— 
plal<prg-e= — 8045 e<geygm< 9YM+N 








1 
(a ee (zn a): 





7,‘ Sn Q-e YBnQ:e e 
E S ( :J.- EP = - V —— ——— — 
si <YV N } I I9n(VSQ+ s) 9Yn(VYSnQ + Yn-s) YYM+N 





2 
<e(m VmEN' 


BU er In Q+ 
Kr = + <VERd-getsege = Ve 





YBnQ+s ae e 
_ 9Yn(yBn Q+ Vn- .s) 9YM+N 
1 2 1 





Fran u. Fe EN 
(SEN 9YyM+N/ u SURFEN) 


5 v 


N 
ze 


„ 

= z Mg Yu) < SsnQfe+Ns’ge+2 B> Nu,8+g°e 
u= u= 
<8nQFE+NSgGEe+2sgeVN-VEnQ-g-e 


= (V8nQ+VN. Ss)’ ge V8nQ+] VN:sy » 
Ve ar.‘ 
V8n Q+Vns a: P, 
<a : = (mn Mi 








Damit ist unser Satz bewiesen. 
III, Wir wählen gemäß $ 14 eine Umgebung (7) der Stelle 


i=i- yzn=0, 
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l 


Es sei nun 7 eine Zahl, welche den Bedingungen #>0, 4<S, 1< Es 


(vgl. $ 17) genügt und ferner der Bedingung, daß alle Stellen, für welche 
M N 
e,y<d2 & + = n„<8nQ4° gilt, in der eben genannten Umgebung (7) 
liegen. 
a) Gılt bei einer Bewegung für >t x, y„ <A, so ist die Konstante 
des Integrals der lebendigen Kraft für diese Bewegung —O. 
In der Tat, für />r gilt bei dieser Bewegung 


M 


z e+ n„<8nQ AH. 
Folglich bleibt die Bewegung für —>r in (T). Die Anwendung der Folge- 
rung I in $ 14 lehrt dann die Richtigkeit unserer Behauptung. 

P) Gult bei einer Bewegung für alle t \x,, y,„<4 und ist die Kon- 
stante des Integrals der lebendigen Kraft C=0, so gilt für diese Bewegung 
mmer [e$=y=n=l0. 

Da die betrachtete Bewegung offenbar immer in (7) liegt, so folgt 
die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar aus der Folgerung Il in $ 14. 

y) Für t">r gelte bei emer bewegung |x;|, |y„|<F, und die Kon- 
stante des Integrals der lebendigen Kraft C ser gleich Null. Diese Bewegung 
strebt dann für >wnach a =$=y=n=0. Istd eime Konstante, welche der 
Bedingung O<d<<g genügt, so streben dabeır auch noch die mit e* multiplizierten 
2,$,y,n-Größen nach Null. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung geht aus der Folgerung III in 
$ 14 unmittelbar hervor. 


$ 20. Sätze über Lösungen, die der Gleichgewichtslage 
zustreben. 


I. Es möge m eine Zahl >1 und 7’ die kleinste der Zahlen p,1, ar 
bedeuten. Ferner sei 7>>0 so gewählt, daß das Gebiet | 


(1.) sl, pl <H; In.|» 9, y.|<4H,; 


soweit die ©,y in Frage kommen, innerhalb (7) (vergl. $ 5) liegt und in 


ihm die partiellen Differentialquotienten der X, Y nach den x,5,y,n absolut 
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kleiner sind als 


geT 


4(M+ 


N)m i 


Dann genügt offenbar. /7 der $ 15, I für D angeführten Bedingung. 
beweisen folgenden Satz: 


Es sei O<yZH. 


Au 1y.| = 


m — ] 


———— 
2/YN m 


Ar 


Jeder y-Ntelle des (Tehietes 


(2 =1,?,. 





Wir 


.N) 


entspricht eine und nur eine bewegung, welche für einen vorgeschriebenen Zeit- 


moment ty die genannte y-Stelle als partielle Anfangsstelle liefert, für tt, in 


(1.) bleibt und für t— oe der Stelle = Em y=n= 0) zustreht. 


wegung bleibt für tt, ın 


+ 


(2.) sl, plul<7; 


\ 


17. 9.lv.l<Y- 


I J 7 ’Se 


Be- 


Die mat e* multiplizierten Koordinaten La 3 J» N streben für !—> x nach Null. 


venn a ırgend eine positive Konstante kleiner als 4 hedeutet. 


der genannten Art gewählt. Ihre Koordinaten wollen wir mit %,0, Yo, - 
bezeichnen. 


u; . 


Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir an, es sei eine y-Stelle 


Um 
Wir benutzen nun die am Schluß von $ 15, I eingeführten 


Funktionen (x), ($). («) der », wobei jetzt /7 die Rolle von D spielt. Diese 


N DEREN 
Funktionen sind für alle v» des Gebietes & „<< /7° definiert und daselbst 


stetig. 


Wir bilden weiter die Funktionen der » 


f Y Br ; — f .\ 
(u,)—tu— 29, Yo Yv®)- 


Wir behaupten, daß ım Gebiete 


fur welche alle v0 sind. 


sei unrichtig. 


dem Rande des Gebietes X v,<y’ eine v-Stelle, für welche 


gilt. 


dA 
f 


— 1 


4 


v 


Mi 


I 


(k =1,2,...N) 


",<y eine v-Stelle existieren muß, 
1 


In der Tat, wir wollen versuchsweise annehmen, diese Behauptung 


N 


u=l 


v,w)=Ppv 


Für diese Stelle haben wir 


) Er 


ee 


0 


Dann gibt es nach einem schon früher benutzten Satz auf 








ro 
un 
u... 
-—— 
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6.) 2 q, Yo =(1+ p)® - 


7 = 


(3.) 


l 


4 


Hl 


N 
Pas Ye 9 I Ft a al 
[((“) er 24, Yun) Re 1 15 P) — er — (1 + p 


Nach $ 15, I gibt es eine Bewegung, welche für =, die eben besprochene 
(2), (5) gebildeten «, x, 5-Stellen 
liefert, für £>>4, in dem Gebiete (1.) (s. den Anfang dieses Paragraphen) 
bleibt und für (> der Stelle @=5S=y=n=0 so zustrebt. daß die mit 
7 

-t [ [3 . „ . r 

e° multiplizierten Koordinaten nach Null streben. 


»-Stelle und die durch die entsprechenden (vr), 


Man kann nun eine Umgebung (U) der Stelle 2e== y=n=0 finden, 


welche das Gebiet (1.) enthält und für welche die partiellen Differential- 
quotienten erster Ordnung der A, }Y nach den «. £, y, n absolut kleiner sind als 


gT 
4(M+ N )m 
Das Gebiet (U) genügt den Bedingungen, welche in $ 6, II für (Ü) eingeführt 
wurden, wenn gesetzt wird /=1,h=/, m=m. Wir können daher den am 
Schluß des $ 6 ausgesprochenen Satz anwenden, indem wir die zuletzt be- 
sprochene Bewegung und die Bewegung 2 =&=y=-n=0 die Rolle der in 
dem genannten Satze zugrunde gelegten zwei Bewegungen spielen lassen. 
Da in unserem Falle die beiden Bewegungen nicht zusammenfallen (für 
N 
{=1t, Ist ja für die erstgenannte Bewegung I v),=y”), so haben wir also 


u / /?® 
yu=l 
für die zuerst genannte Bewegung für ?— 


N N 
(2 22?) L m? FEW 50 
= (&+p rm u m a, = 
Für ?=t, ergibt sich demnach 
(4 ? .- 
4. 5.2 
’ m | = u, <9 


Für =, haben wir daher unter Berücksichtigung von (3.) 


F.. 
<a+my7=1 22 y) 


/ 


<yY F: u, +Y Z xq, Yw< + | 2 tu Yan 


u=l 
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also 
sw, 


u 
: y 4 ‚ y N 2 en ar ‚ 
| Fan lu Yuv - AN / 


Nun haben wir aber nach dem Vorhergehenden 


— m—i 
Fu Yun! | YN.m m 
folglich 
Ze. alan)- 
.. Io m 1) wir 


Somit ergibt sich ein Widerspruch. Wir müssen daher die vorher versuchs- 
weise gemachte Annahme fallen lassen. Die Richtigkeit der uns hier zu- 


nächst beschäftigenden Behauptung ist also erwiesen. 

Wir wählen nun eine »-Stelle des Gebietes £ ",<y’ aus, für welche 
alle v=0 sind. Zu dieser v-Stelle gibt es nach $ 15, 1 eine Bewegung, 
welche für =, die v-Stelle als partielle Anfangsstelle liefert, für > 4, in 
(1.) bleibt und für >x der Stelle „=5=y=n=( zustrebt. Diese Be- 
wecung bleibt für ?— 4, in 


Ti 


1 P; T; <Y; Nu Au Y, er Z 


Die mit e*” multiplizierten Koordinaten x,5,y,n streben für —oe nach 
Null, wenn « irgend eine positive Konstante kleiner als g bedeutet. Für /=, 
haben wir ferner = (%), 5=($), v„=(v,) und 


Un 


(%.) Öu 2qu Yu 

— ’ — he —_— — > 7 

Y =. >, = >, — Ye (p=1,2,..4) 
— IR — I 


Damit ist ein Teil des Satzes zu Anfang dieses Paragraphen bewiesen. 
Um den Rest des Satzes zu beweisen, nehmen wir versuchsweise an, es 
gäbe zwei verschiedene Bewegungen, welche den Bedingungen genügen, daß 
sie für /=4, die erwähnte y-Stelle als partielle Anfangsstelle liefern, für 
t— 4, in (1.) bleiben und für > der Stelle 2=$=y=n=0 zustreben. 


Wir wählen dann eine Umgebung (U) der Art, wie sie S. 263 charakterisiert 
Ir 
worden ist. Aus $ 14, Folgerung III schließt man leicht, daß die mit e 


multiplizierten ©, &, y,n für — » bei beiden Bewegungen nach Null streben. 
Die Anwendung des Satzes $ 6, II lehrt dann, daß für t=4, 


M N N 
an ı/-Nn ? ‚2 . 2 * >) a) ‚'2 
(9.) = (S+p)+m = Un — = << 0 
— uH= uU 
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! 4 


gilt, wobei die 5, «, «, « die Unterschiede der 5,.r, u,» für die beiden Be- 
wegungen bei gleichen Zeiten bedeuten. Für /=/, haben wir wegen y, = 0) 


Da aber m>]1, so sieht man, daß für /= /, (5.) nicht erfüllt sein kann. Wir 
sind somit zu einem Widerspruch gekommen und müssen daher unsere 
versuchsweise gemachte Annahme fallen lassen. Der Satz am Anfang 
dieses Paragraphen ist nunmehr vollständig bewiesen. 

II. Wir führen wiederum das in $ 8 charakterisierte Gebiet (/7) ein. 
Dabei erinnern wir uns, daß dieses Gebiet (//) nach $ 10 diejenigen Eigen- 
schaften besitzt, welche wir in $ 6 für (2) nachwiesen, wenn gesetzt wird 
\=h=.- =/,„=1, m =m, =. =-m,=4, 0=e, (Über die Werte von 4 und e 
s.$ 10). Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Bleibt eine Bewegung fur >: 


 * 


“ In (FM) und streben fur > x du 
Erle in Fu nach Null, so konvergieren fur {— oo auch die &, y,n alle nach Null. 
Wir werden zunächst beweisen, daß alle & nach Null streben. Zu 
diesem Zwecke bemerken wir, daß es für das Gebiet (7) eine solche Kon- 
stante A>0 gibt, daß, wenn eine Bewegung in einem Moment in (/7) liegt, 
dann 
de, ds, de, .y 
ala | SH 
gilt. Daß dem so ist, bedarf keiner weiteren Erläuterung. 

Wir wählen nun e>0O beliebig und ferner einen der Indizes 
1,2,...M. etwa u. Wir werden zeigen, daß für die in unserem Satz er- 
wähnte Bewegung schließlich |S,|<e gilt. Zu dem Zwecke setzen wir 

I, 
a er de 
irgend ein *>r haben wir dann 


Weiter bestimmen wir 7 >, so, daß |, <g’ für ?>r gilt. Für 


2, NR, d+S, OD 9+ 50; 
wobei £, auf den Differentialquotienten von S, nach ? hindeutet, Hieraus folgt: 


rt, |, ara 
ART ah ne nn Sn IA CE ZIE, 


i _. ya 
<2g4+ 99=5 (A+4)=e. 


5 


Damit haben wir bewiesen, daß alle 5 für (>oo nach Null konvergieren. 


o=x* 
«dı) 
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Nunmehr bezeichnen wir mit Z eine Zahl, welche größer ist als die 


N N 
Werte, welche 8 v,, Yv, für Stellen des Gebietes (77) annehmen können. 


Ferner wählen wir einen Wert 9>t, fest aus. Aus einem Satze des 
$ 6, I (gegen Ende) und der Bemerkung bezüglich (7) am Anfang des 
Teiles II unseres Paragraphen schließen wir nun, daß für die betrachtete 
Bewegung, sobald ?>% ist, | 


N > Mo Bu 4 er 
Sun Ss vn U gen P3 (&+P; a)+ Letmden 
u=l =! —_— Aiel 


gilt. Hieraus geht unmittelbar hervor, daß für > w auch alle v und » 
nach Null streben. Damit ist der in Rede stehende Satz bewiesen. 


$ 21. Sätze über Lösungen, die der Gleiehgewichtslage 
zustreben. (Fortsetzung.) 
Wir wählen eine Zahl 7, welche erstens den Bedingungen 


/ | Fr 
AV, ID, I< pP 


(vergl. S 17) genügt, zweitens der Bedingung, daß das Gebiet 


M N 
i re = . r2 ı h) 2 re 2 
17 ’ Yu "ne I, Re S; Tr Nu ee on 24 


| ul 


im Gebiete (1.) des $ 20, I und im Gebiete (77) (vergl. $ 20, IT) liegt.*) Dann 
gilt p-/<MH,g:-4<H. Ferner bezeichne 9 den kleinsten Wert unter 
I.p, 4-9. Wir beweisen nun folgenden Satz: 

Es sei 0< h<9. Jeder y- Stelle des (rebietes 


m —] 
—h 
2X - m 


9,1 Yu! < (u=1,2,...N) 


entspricht eıme und nur eme bewegung, welche für einen vorgeschriebenen 
Zeitmoment t, die genannte y-Stelle als partielle Anfangsstelle hiefert und für 
t>t, im Gebiete ©, 4,4 bleibt, während die Koordinaten a 
für >» nach Null streben. Diese bewegung bleibt für t—t, in 


Ca .» 
x 


19° LT; 


S; PD; LU; < h , Nu , u Yu «£ h 


und strebt für x der Gleichgewichtslage ın der Weise zu, daß die mit e*“‘ 


*) In $ 20, I bezeichnet H eine Zahl, in $ 20, IL (H) ein Gebiet. Dieser Um- 
stand kann im folgenden wohl kaum zu einem Mißverständnis Veranlassung geben. 
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multiphizierten x,$,y,n für t>oo nach Null konvergieren, wenn a ırgend 
eine positive Konstante kleiner als q bedeutet. 

Die Existenz einer Bewegung mit den genannten Eigenschaften geht 
aus dem Satze $ 20, I sofort hervor. Um den Rest unserer RN zu 
beweisen, nehmen wir an, daß eine Bewegung W vorliegt, welche für ?= 
die in dem Satze genannte y-Stelle als partielle Anfangsstelle liefert und für 


t>t, in dem Gebiete z,, y„ <F bleibt, während die Koordinaten x, ,,... ", 

für >» nach Null EEE Nach $ 17 haben wir bei dieser Bewegung 
-f N 

für >44 &+ 8 n7,<8nQ4’. Da hiernach die Bewegung für (>, in (17) 
-ı u=l 


bleibt, so lehrt der Satz $ 20, II, daß für —x alle , &,y,n nach Null kon- 
vergieren. Ferner bleibt (siehe den Anfang dieses Paragraphen) unsere Be- 
wegung für 2>4, im Gebiete (1.) des $ 20,1. Ah genügt der $ 20, I für y 
angegebenen Bedingung. Der Satz $ 20, I lehrt nunmehr, daß die Bewegung 

die einzige ist, welche die für WW vorausgesetzten Eigenschaften besitzt. 
Damit ist der Satz am Anfang dieses Paragraphen vollständig bewiesen. 

$ 22. Bemerkungen über Lösungen, welche in der 
Nähe der Gleichgewichtslage bleiben. 


Aus den 8. 203 bezüglich ? gemachten Bemerkungen geht hervor, 
daß zu jeder Zahl 4>0 eine Umgebung von 7=S=y=r 


I 


0 gefunden 
werden kann. für welche 


y 
/£2 an ‘ ! ur. / > ! IN \ 

R <T A k (3 BY \®: ‚l JA & U u I Yu J 
i=1 u=l ; 


gilt. Ferner folgt aus $6 (nach einer im Vorhergehenden mehrfach vor- 
m Schlußweise), daß zu jeder Zahl z>0 eine Umeebune (U) von 
kommenden 8 Q g 


z=fayon=0 gefunden werden kann, welche folgende Eigenschaft besitzt: 
Bleibt eine Bewegung für alle ? in (U), so gilt stets 





aM N 1 
ZH) Zx:(E+tp), Eiit+y) x: (&+p 


ul 61 ui 


Bleiben zwei Bewegungen für alle ? in(U), so gilt stets 


N M N 
y 3 \ > (& 2 \ rn 8 ‚Ih oo fe 

u= = (a * U) Em Sa tp: U); u Mut Yaa, —_t— \>ı T pP 
== 1 u= i 


wobei %,1, "ars Nurs Yars Ss Zu auf die für gleiche Zeiten gebildeten Unter- 
schiede der u,,%",, Mus Yas Ss 7; für die beiden Bewegungen hindeuten. 
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Für eine jede Bewegung haben wir 


„7 N 
(Er) + Sy) +R=C, 


wobei C eine der Bewegung entsprechende Konstante ist. Aus dem Vor- 
hergehenden schließen wir, daß zu jeder Zahl »>0 eine Umgebung (V) von 
v=s=y=n=( existiert, welche folgende Eigenschaft besitzt: Bleibt eine 
Bewegung für alle t in(V). so gilt für diese Bewegung stets 


I 


N 


M 
= (nu) rR < 2 (E+pian). 


n=l ® -1+o; 


[63 


Fir eine solehe Bewegung haben wir also 


7 u. I); rn 
yı /2 ; 2 me\ __ er 263 2 „a\ — (Typ 2 p\ „/&ıLn?»? 
BAG et, Ira it Ppi%) ae, 2 (S+P: Ü)TIros® | Pi) 
und somit 
+ = (2? 5) IN 1 w ]+ vs 20 2 (2 5) \ 
— oe; a mag S; U; u u) 
an s:t+tPp: iJ x ] + w L ] +2, (s;t pP: L;)3 _ — 
‘ 1+9- 20 a 
ee Zi 
1 4 I) _ (5; 4 / l ;)} 
7 E B =: 
(LO - 
u . B: “ —— i v - « | . 
L-J| (8 Tr ’ i) ( + 1 + 290 
Offenbar ist 
1—2,J ' 1—2,9 
< 4 AIS0) W)- VD, 
14290 14290 
Somit gilt für eine solche Bewegung immer 
M „a 
2 (&+pa)=C(+nm, In<e. 


Wir haben also folgenden Satz bewiesen: 


Zu jeder positiwen Zahl [67] gebt es eine solche Umgebung "OR 
zesSeyon=(, 


daß für jede für alle t ın dieser Umgebung bleibende bewegung 


M 
2 &+p)=0(l4m, In<o 


gilt.  Fherbei ıst Ü der dieser bewegung entsprechende Wert der Konstanten 
des Integrals der lebendigen Kraft (in der hier gebrauchten Form). 
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Indem wir $ 17 berücksichtigen, können wir sagen: 

Zu jeder Zahl >0O gibt es eine Zahl H>O von der Beschaffenheit, 
daß, wenn bei eier Bewegung x, y„ <H für alle t gilt, dann auch die 
Beziehung 


=) ? ‚2 1 \ 
(S+P u) (l-+n), N <w 


stattfindet. Hierbei 1st + wre vorher aufzufassen. 

Indem wir $ 17 sowie den Anfang unseres Paragraphen berücksichtigen, 
können wir sagen: 

Zu jeder Zahl #0 gibt es eine Zahl G>O von der Beschaffenheit, 
daß Folgendes gilt: Sınd bei einer Bewegung x, |y,|* (7 für alle t. so 
gilt stets 


N N 7 

en ea er ua 
ut ut ! u)? nn Mu \ . 8 j „re \>; + Pi LU, "in 
m ’ u el 


Sınd ber zwei Bewegungen für alle t die «,. Y.„<@, so gilt stets 


N N Y 
y' f 2 „2 N %' f 2 MM . M y' { ce? ) 2 \ 
u Yat Fur): u Mai + Ya) <—#- (Si +Pp: Ca)» 


u==1 u 


woher Uns "1 Nurs Yaıs Ds LU auf dıe für gleiche Zeiten gebild: ten Unterschiede 


der Uus Un Mus Yus 7 fur dıe heiden Bewegungen hindeuten. 


ur 


23. Über den besonderen Fall. in welehem eine stabile 
Koordinate vorliegt. 


I. Wir setzen in diesem Paraeraphen voraus. daß eine stabile Koor- 
bee) b) 


dinate vorhanden ist. Das System x,,8,p,X,;, @=1,2,...M) ersetzen wir 
durch x, 5,p, A. Aus einem Satze in $ 11 (S. 225) folgt, daß eine Umgebung 
(A) von @=$=y=n=0 existiert von folgender Beschaffenheit: Bei einer für 
alle ? in dieser Umgebung bleibenden Bewegung gilt niemals 2=5=0, es 
sei denn, daß diese Bewegung überhaupt für alle ? durch 2=5=y=n=(0 
dargestellt wird. 


| 


Wir wollen nun irgend eine Bewegung ins Auge fassen, welche für 
alle {in (A) bleibt, ohne daß dabei stets »=5=y=n=0 gilt. Dann ist nach 
dem eben Gresagten niemals ©=5=0. Nach $5 haben wir dann 


da dE 

& —ıt “ 

> dt dt «X 
eu Bu =1-— 


+ p?e‘ + pe 











Es seien nun &,& beliebig 
dann eine Umgebung (Z) von @=#& 
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gewählte positive Zahlen. 


Es existiert 
y=n=( mit folgenden Eigenschaften: 


| 


1. Für die Stellen Pi "rom ARCHE Sn N», ...Ny dieser Umeebune 
Yıs Ya; Ya: Ns IN = = 
gilt N<alal+ + 2 (yl+m.)) @ergl. $ 5). 
ul 
Bleibt eine Bewegung für alle ? in (Z), so gilt stets 
nd D) . ) 7 IN 
a (nut Yu) sStp®) 
(vergl. $ 22 gegen Anfang). 
Aus dem in diesem Paragraphen bisher Gesagten folgt nun leicht 
folgender Satz: 
Zu jeder positiven Zahl existiert eine Umgebung (L) On 
gajeymyad 
mit folgenden Eigenschaften: Liegt eine Bewegung für alle t ın (L). so »st 


für dieselbe memals =S=0, es ser denn, daß die Bewegung überhaupt für 
alle durch zu yn=V dargestellt wird. Ivegt dieser letz [ge nannte Fall 
nıcht vor. 50 gqılt stets 
- „da ds 
— UL — 
i Sr? dt e> 
Fr - ——1—v, v<o. 
| ”+p'a’ 


Wir wollen nun annehmen, 


es sei ein Wert O<w,<Z1 ausgewählt. 


Die Umeebune (ZL,) möre dem zewählten »-Wert wie in dem eben be- 
ben) > \ oO > 
wiesenen NSatze entsprechen. 


Bewegung für f=f,. 





Eine Bewegung möge für alle ? in (Z,) liegen, ohne daß dabei immer 


v=S=y=n=( gilt. Wir führen eine Hülfsgröße « derart ein, daß 
\ KL, ß & 
(2.) f — sin «, = 008 8 
v&+p: Vse+tp'z 
eilt. Hierbei bedeuten x, <, die Werte der Größen x, & bei der betrachteten 


Weiter setzen wir 


= VS’+p’x. cos [Yru-n dt+a], 


f ’ 
) 


- sin | (» (1—v) di+a 


re +p°: 


ü 
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Dann haben wir 


. dx „de („de dEN 
. 2 r-e A@- u. 
du: E "dt dt E\> dt dt 
Bene IL — pp 
(4. dt px + £° &° pa 
.) 
dx „de gi dx dEN 
p’® + £ p\E& — XL ) 
dv dt ” dt ne. dt dt’ 
— n - > 1 
dt ”r’- + Br ‚2° 
I HS 2 





Faßt man diese Gleichungen auf als lineare Differentialgleichungen 
bezüglich «, v, so genügen ihnen einerseits die Ausdrücke (3.), anderer- 
seits, wie man leicht direkt sieht, die Ausdrücke 5 und p-.x, wenn die- 
selben an Stelle von = und » in die Gleichungen (4.) gesetzt werden. Die 
beiden genannten Lösungssysteme fallen aber für 7=f, zusammen. Hier- 
aus schließt man, daß sie für alle * zusammenfallen. Somit haben wir 
für alle / 





S=YE’+ px’. cos 


fv 1-—v) dt+ a). 


px — Va?ı px» sin | (p 1—r)dt+a | 





Da 1-v>1—w, gilt, so ist / p(l—v)dt eine mit ? wachsende Größe, 


welche jeden Wert für en bestimmtes ?/ annimmt. Es gibt daher einen 


bestimmten Wert 7 derart, daß / p(1—rv) dt=2n wird. Dabei ist 7>V0, 


{,+ 7° genügende ? 


_ ) 


und es gilt für jedes der Bedingung 4,<1< 


0< / pll—v)dt<2n. 


ll. Wir wollen zwei positive Zahlen 4% und A der Bedingung 
Lem) 


ve h ‚[l-+ı I+p f 
(6.) 1>5+K|y2N.Vh+ „-V2] 


gemäß wählen. Ferner wählen wir &, wie in I gemäß der Bedingung 
<< Ü),,“ * 1 

und hierzu wie früher eine entsprechende Umgebung (Z,). Weiter wählen 

wir eine Umgebung (/T) von @=5=y=n=0, welche folgenden Bedingungen 

genügt: 
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l. Die Stellen von (/7) liegen in (/.). 
Die zweiten Differentialquotienten von A nach den x,$5.y,n sind 
für die Stellen von (ZT) absolut <Ä (vgl. $ 5). 


3. Liegen zwei Bewegungen für alle ?/ in (/7), so gilt stets 


N 

Sy /„,: N N n2 2 m2\ 
une (Ua ei ie l ul) <h (5; +p el 1/ 
7 


wobei ”,15 "1, Si; 7, auf die Unterschiede der ”,,r,.S. für gleiche Zeiten 
bei den beiden Bewegungen hindeuten (vgl. $ 22 gegen Anfang). Wir be- 
weisen nunmehr folgenden Satz: 

Jede für alle t ın (IT) bleibende Bewegung, welche nicht überhaupt durch 

5: y-n= ( geliefert rd, 1st perrodisch. Es besteht dabeı fur die be- 

tracht. fe B: wegundg eine klemst Periode. welche erhalten wird. wenn Na A 
hi hebig wahlt und E nach / (gegen Ende) fur die hetrachtete Bewegung 
hestimmt. 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir zunächst zwei Stellen des 
(Gebietes (//) ins Auge fassen. Dabei sollen die Koordinaten 


ni Be Yı= Y; )a o00 Us: Ni» No. ... x 


dieser Stellen mit 2,.2,...z, und ss +&.2%-+&:....2,+[, bezeichnet werden. 
Dann gilt 


7 yes £ , je Ps ı 9 d re ” 2 
Fi \ reis -) BuR-VE ... 4, +[C,)—KR(z. - I) 008 &,) 
y 
dien v >' ” u . Be a d “» o 
ge: Ss Bi, (2,+ Io: 3,+90,..2,+935,) 0 
A} 


Ra +9,24 96..2,+9%6,) 


v 
u We u F LOPN ’ 4% a x‘ r Q#N\ 
= —_ R,, (TC FIG): 1, (2 +96 yo T,\S, +35,))(2,+45, b) 


Dt} < 1,73. ü==1,2,..r9) 
R(z,+&,22+6: ..2,+6,)-BR(z, 2; -.. 2,) 


—]1 


=. (ZR „aCı r 95), 7 1, (+90); he 1.(,+96,))-[, +95, ]))G- 
Hieraus folgt 


| R(z,-+ nitl, :,+5,)—-R(z,, 22, + 2,) 
(T.) | | 
| —K: &( 2.1+16, .D)- (2 61) 














Bohl. über die Bewegung eines mechanischen Systems. 


Nachdem wir dies vorausgeschiekt haben, wählen wir einen /-Wert /, und 
nehmen an, es liege eine Bewegung vor, welche für alle 7 in (/7) bleibt, 
ohne immer mit der Stelle 2=5=y=n=(0 zusammenzufallen. Auf diese Be- 
wegung können die Betrachtungen S. 270, 271 angewandt werden. Es eelten 
daher für dieselbe die Gleichungen (5.). Wir bestimmen ferner für unsere 
bewegung nach 8. 271 die Größe T. Wir behaupten zunächst. daß für di: 
Momente t, und t,-+-T die (rröße vS+p’a denselben Wert hat. 

In der Tat, wir nehmen versuchsweise an, unsere Behauptung sei 
nicht richtig. Wir bezeichnen dann den kleineren der von YE’+p’.” für 
und Z/,+ 7 angenommenen Werte mit r. den erößeren mit 7 + y und haben 
r>0,y>0. Ferner sollen die x, &, y„, 7.: ".. ®. für den Moment, wo YS’+yp’4 


gleich r ist, mit «9,9, ni, u,» bezeichnet werden, während für 


iu ’ u 


den Moment, wo YS’+p’x’ gleich "+7 ist, die Werte der genannten Grüßen 
" x + el ” 5 Ir, Pr 2 N, | 1 are U, | m 7, ae j 


sein sollen. Dann haben wir nach den Gleiehungen (5. 


/ 


Se) —reoseo, px" =reine, 
R ) 1 5a) 2 Y Rr y) coSse. p r' IL r y\ p 7 Ss1n « 
und daher 
(8. a)trpa)=7 





N 
(zaN? 2/  ı y > : =a e 
sv )/ TPp A u 2 ui Bud h { = 7 Nu © S pP 
u 
/Q N 
ss 
N 
a any . | e N /z,% 0. \ Re 2/» ed. nd wo / ne“ j ı 
l —— a.T Un) \Yu +Va) \ h „A ) .ıın > + Sı: Yu T Yu: /P ! 
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Wir bemerken nun erstens, daß die von uns betrachtete Bewegung und die 
für alle ? durch 2=S=y=n=0 dargestellte Bewegung immer in (//) bleiben. 
Also lehrt die Bedingung (3.) 5. 272, daß 

N 
% 


y 
—— 
== 


BR + <KLEY HH]. 


Wir bemerken zweitens: Nimmt man für einen beliebig gewählten Moment 
einmal S%, 2°, nz. ya als Anfangswerte der S.x.n,. y,, sodann 


ge + 6; x + a; 7, + 7 r >, Yu + Yıı 
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als Anfangswerte, so bleiben die beiden so erhaltenen Bewegungen für alle 
! in (IT). Somit zeigt die Bedingung (3.), S. 272, daß 





(11.) 2 [+ II <HeE?+p Er]. 


Indem wir die allgemeine Beziehung 





(ab) </2 - )2 - - bi, 
benutzen, erhalten wir 
N 

5 5 (ua (v2 ‚+V%) — Z u2 va < Ei Va tvnt Hu) + ARIUM 
(12 ) .i / 2 p) / e 1 =) 
FR = 2 (u) + (27) ] - 2: Pe" us): + ( 7 ii. ) E ( % + (" 2) | 

I ca\? 2, o h 2 
<A HART VAL + Pa] + -[@ )+Pad]=hry+ar. 


Wir haben ferner mit Rücksicht auf (7.) 


R (x* +1, S°+57, y„+ Yars Nat 1) —kR (2°, 5°, Yus nu) 
KLS-|-+HiStl+la@+ lee 
Ei 3 


” = iyal+ Yaıt nt all sltalt = (Yaltlmal)l- 


Nun ist wegen (10.), (11.), (8.) 


Dez ee By2. ve): + p° (a Y-—Ryarr, 


Si rhar< (IF +pIR 


u 7, l + pP 7 sa\? 2 aN? ’ 1+ pP > 
| ral< „ Vev) rP (27) un „ Very, 


ih 3] u 3 (u: +0) < u VaNVker, 
1-40 
B 5 ( Yar +7 Man )< a 'yany 5 (us y + y ) <£ 2q "yaN Vh: 7. 
Dr 
| Bar + a, SC+ 51, Yat Yan ma + na) — Rla®, 8°, ya, me) 
(13. 
(13.) | <K.|[! eya+-; nn v2N. -Yh] (+yJy. 
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Wir haben ferner 


Ca. La\? 2 a ‚an? ca\?2 2 EN? nz 2 “ ZB y 
(14.) (+57) +p’(a’ +27) —[(&*) +p (a?) =0 +7) —-r=2ry 


/- 


Mit Rücksicht auf (14.), (12.), (13). erhalten wir aus (9). 


4 ‚f1l+» 4 2 
2ry+y. hry+, v+ K| Er V2+ z IyV2N.] h| r 


.g 


‚[1 )  1-+0. 
<hrytgr'+K| SP V2+ 2 VoN.Va] 


# # 
2r+Y) 


Hieraus folgt 


BR. r l+p 5) l+g9,/, 9 
1<5;+K| Ar z: V2N.Vhl. 


Dies widerspricht aber (6.).,. Somit müssen wir die S. 273 versuchsweise 
gemachte Annahme fallen lassen. Also nımmt für die Momente t, und +7 
die Größe VE+p’a denselben Wert an. Aus GB folgt dann, dap die Wert 
von & und x fur die Momente in und f,+ T dieselben sınd. 

Wir wählen nunmehr einen Zeitmoment {=r beliebig aus. Sodann 
fassen wir zwei Bewegungen ins Auge, die man erhält, wenn man einmal 
als Anfangswerte der 2,5, y,,n, für {=r diejenigen Werte nimmt, die diese 
Größen bei der von uns im Vorhergehenden betrachteten Bewegung für 
t=t, haben, andererseits als Anfangswerte der x,$, y,,n,. für ?=r diejenigen 
Werte, die diese Größen bei der genannten Bewegung für f=4,+ 7 haben. 
Beide Bewegungen liegen für alle ? in (/7). Die Bedingung (3.) S. 272 lehrt 
somit, daß für die zwei Bewegungen im Momente /=r 

N 
I 


Fa ee: Du 
— Uatta)<hlsitp Ti, 


ul 


gilt. Aus dem eben Bewiesenen folgt aber für = S5,=1x,=0. Also haben 
wir für /=rT 


U vum». (4 a 0 Ze 


Hieraus schließen wir, daß die Größen v,,r,(u=1,2,...N\) für /=r bei 
beiden Bewegungen dieselben sind. Hieraus folgt, daß auch die Größen 
Yy,n„(u=1,2,...N) für ?=r bei beiden Bewegungen dieselben sind. Damit 
ıst bewiesen, daß bei der von uns ım Vorhergehenden betrachteten Bewegung 
nıcht nur die S,x für t=t+T dieselben Werte annehmen wie für t=t,, 
sondern daß das gleiche auch von den y,,n.(u=1,2,..N) gilt. Dre be- 
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frachtete bewegung ıst also periodisch mit der Periode T. Daß T die kleinste 
Periode ıst. geht aus (5.) und den Betrachtungen S. 271 unmittelbar hervor. 
Wir haben (vergl. S. 270, 271) 
.o+7 
/ p(l—-r)dt=2n, v<w,, 
n 

folglich 

p(1-0o)-T=2n, 0 <w,. 

R Pr In . 

Hieraus folgt leicht, daß die Periode 7 sich von weniger unterscheidet 


p 


2 , 


als um Diese letztere Größe kann aber kleiner als eine be- 


pP WW, 


liebig gewählte positive Zanl gemacht werden, indem man die positive Zahl 
co, (vergl. S. 271) genügend klein wählt. Wir haben somit folgenden Satz 
bewiesen. 

Man kann eine Umgebung von <=$=y=n=( angeben von der be- 
Ss haffenheit, dap samtlıche für alle t in derselben bleibende Bewegungen 
periodisch sınd. Eine jede dieser Bewegungen (wir schließen diejenige aus, 
für welche stets <=$S=y=n=0( gilt) besitzt eine kleinste Periode und man 
kann die Umgebung so wählen. daß alle kleinsten Perioden der genannten 
bewegungen sıch von — beliebig wenig unterscheiden. 


Berücksichtigt man $ 17, so kann man noch folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Man kann eine solche Umgebung von T=ey = Yy=+=UYy = 0 angeben, 
daß sämtliche Bewegungen. die für alle t in dieser Umgebung bleiben, periodisch 
verlaufen. ‚Jede der genannten Bewegungen mit Ausnahme derjenigen. fur 
welche ımmer t=y,= 0 gilt, besitzt eine kleinste Periode. Man kann die 


“ 


| . | 2 tr Ä 
Umgebung so wählen, daß diese Perioden sıch von beliebig wenig unter- 
« u/ - ) « 


Seht den. 











Forms for the Abehkan Integrals of the three kınds 
in the case of a curve for which the tangents at the 
multiple points are distinct from one another.”) 


(By Mr. J. ©. Fields, of Toronto, Canada.) 


Sl 
Let 
2.3 F(z.u\=>. Z () 
be the equation to an irredueible algebraie curve of degree n. The form 


of this curve we shall suppose to be the same as that with which we have 
had to do in a paper in a recent number of this journal.) Namelv we 
shall suppose that the tangents at the multiple points are distinet from one 
another, that these points are not at the same time branch points, that no 
line parallel to the axis of ” includes more than one point of the nature of 
a branch or multiple point, and furthermore that the asymptotes are all 
distinet from one another and none of them parallel to the axis of v” and 
no two parallel to each other. 

The branch points here in question, it is to be understood, are those 
which present themselves when ” is regarded as the independent variable. 
It is also to be remarked that on the above hypotheses the coeffieient 
of u" will have a value different from 0. 


- 


*) The substance of the present paper was presented at a meeting of the Royal 
Society of Canada held in Toronto on May 29h, 1902. 

**) The Aiemann-Roch Theorem and the Independence of the Conditions of Ad- 
Jointness in the case of a curve for which the tangents at the multiple points are distinct 
from one another. This journal, t. 124, p. 179—201. 
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In the present paper I purpose to utilize the method developed in the 
paper just eited, to obtain forms for the general Abehan integral of the first 
kind and for the elementary Abehan integrals of the second and third kinds. 
In the particular case where all the multiple points of the curve happen to 
be double points, my results accord with those which in this case Christoffel 
has obtained by another method.”) 


$ 2. 

In the paper referred to above we have indicated the d multiple 
points of our eurve by (a,, d,), (@s, 53), ... (@5, d5) and have supposed the orders 
of their multiplieities to be o,,0,,... 0, respectively. 

On indieating by (ayj1, dsrı)s +. (Ayro, ds.) amy @ points of the curve 
other than multiple points or points at oo, we have seen that the most 
oeneral rational function of z, « which becomes infinite to the first order 
at each of these points and is elsewhere finite excepting at =, may be 
expressed in the form 


+4 F(a,, u) 
(2, A nd % ‚ f T (z i u) 
\ ) fa (z—.a;) w—b,) ie 4 


where 7(z, «) is an arbitrary polynomial in 2, and where 


0; —20 


7 


ande avroan 
[ Y,= > L C. ® )( 
(et ) v2 u 5 z fo& 0a; ob; 


0 


s . ' | 
is a symbolie operator involving , 


0,(0,— 1) arbitrary coefficients if the cor- 
responding point (a,,5,) be a multiple point, while in the case of an ordi- 
nary point or a branch point y, represents an arbitrary constant. 

We have determined the conditions under which a funetion of the 
torm (2.) remains finite at &. In the first place we saw that the degree 
of the polynomial z(z, «) cannot be greater than n—2. Indicating this by 
the suffix a—2 and writing 


n —? 


f \ 
\ „= VYV Von BE Fu 
(4#.) 12.2 ia ARE 


we found it convenient to express our function in the form 


*) Annali di Matematica, ser. 2,t.X. pp. 80—100. See also Brill und Aoether, 
Bericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung III, 1894. 






















Fields. Forms for the Abelian Integrals of the three kinds. 


[ 9+4 F (a,, u) ’ i 
SıYyı7, -+T,_:(2, U) 
*(2—a;,) (u—b,) .n / 


(B.) 





er a ut cut Plz, Ww 
1 


— (n—s—1) 


where P(z, «) is a rational function which is finite for z=w. Here the 
polynomial 7,_, (z. ) on the left accounts for the constant «,, and for those 
terms in the double summation on the right in which the exponent r of 
is OÖ or has a positive value, and the rest of the expression on the right is 
equivalent to the summation on the left. 


The identity (5.) we have also written in the form 


Öd+0Q Ft \ . 
j Ad;,U 
y,. ei 2 a ei in in Zi 5 
(6.) Zi alu INT Ink, U) au PH U)tCnr FL (2, 
1 v- WAFN? A) 1 


where the functions p,(2, w) are homogeneous polynomials of degree n — 1, 


nn 
\ 


and where we have in particular 


is, 
N 
N 


m | u u „0-1 N 
« Pu U) ar - ‚N ” “ 


\ 


In the paper referred to we have supposed our funetion to be repre- 
sented in the form on the right of (6.), and have seen that in order that 
it may not become infinite at »o the coeffieients e in the n—2 polynomials 
Pı (2, %)y... Pa, (2, u) must all vanish. As a consequence the polynomial 
t„_„(2,w) reduces to an arbitrary constant c,, and certain relations hold 
between the operators y,. These relations we obtained on eonneeting the 
operators Y, with the coeffieients ce by the two systems of equations 


Ö+ 
Zıy,a; B=y.; uns | 
l 

—] o 

< F 2 e9,n—o Yr—1 +#,s—1-0 | In; -I.n—$ \ 2 


’ 


and substituting 0 for the constants c in these equations. Here the quan- 
tities z,, are auxiliary quantities introduced for eonvenience and defined by 
the first of these two systems of equations. 
r 4) 1 \ \ ww . . 

We found that the „(rn —1) (r— 2) quantities z,, here in question all 
have the value O0, and on substituting for them this value we obtained the 

1 ' 
set of ;(n— 1) (rn —2) equations 


ad 
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d+Q 
zZıyı a, i=0 ((+x2=0,1,..n—3) 
0 





which must be satisfied by the operators y, in the case where our function 
is finite for z=x. 


More generally we may employ the same method to determine the 
conditions that must be satisfied by the coefficients of our funetion, not only 
in the ease where it is to remain finite at oo but also where it is required 
to take the value O for any or all of the branches at oo, and where the 
zeros in question may be of any assigned orders. "The case too is not ex- 
eluded in which the funetion is allowed to possess certain assigned in- 
finities at x. 

On referring to $ 8 of the paper already cited namely we readily 


see that we ean write 


Y Y 
OO) F (dt; U 177 
(8) Fıy (Qi , u, 


> Yo Zr er (r ) rr 
8.) Zip Ga FT u + En Wu) 
where m may be taken as large as we like, and where P,(z,«) is zero 
to the order m—n-+ 2 for each of the branches at ©. Here the degree 
of the polynomial 7 (z, «) may be greater than n — 2 and may be represented 
by A+n—1 and the polynomial itself will have the form 


n h+s—1 


(9.) tz, uJ)=2...3 c 
l 


0 


ER ur 
n—s+tr, n—s * > 


Also, as before, the polynomials p,(z,w) may be supposed to be 
represented as in formula (7.). 


Here too, on introdueing a system of auxiliary quantities Y,,, we 
shall have the two systems of equations 


+4 


y, i Ze 
(10.) ıYı (l; b% = Yixy 
s—1 OÖ 
f \ vv —f 
\ l l .) (u €, n—0 Yr—14 0,3—1-0 7” Cm; -r,n—3° 


0 0 


I'he equations of the former of these two systems define the quantities 
Y;„ In terms of the quantities involved in the operators y,, for all zero and 
positive integer values of the suffixes 2,2. The equations of the latter 
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system give the coefficients c,_,_,,„_, In terms of the quantities y,, for all 


positive integer values of r and for the values s=1,2,...n. These coef- 
ficients €,_,_,.„n-., It 15 to be remembered, correspond to terms of the functions 
z=“p,„(z,u) in which the exponent of = is negative and are consequently 
distinet from the coefficients e,_,;,„_, Which appear in the polynomial z (z, «). 

Suppose now that our function (8.) is required to satisfy certain con- 
ditions at © which are given by linear equations in the coeffieients c — in 
the coefficients €,_,,,„_, Of the polynomial 7 (z,«) as well as in the eoef- 
ficients c,_,_,„_, which appear in the equations (11.). — We obtain the 
equivalent equations of condition in terms of the coeffieients of our funetion, 
as expressed in the form on the left of (8.), on substituting in the given 
equations of eondition for the eoeffieients < „_, their expressions in terms 
of the quantities Y,, given by the equations (11.), and thereafter for the 
quantities Y,, the expressions given by the equations (10.). Namelv we so 
obtain the equations of eondition which must be satisfied bv the eoeffieients 
Ca_ser.n-s Of the polynomial 7 (z, w) and the coeffieients which appear in the 
operators Y,. 

The general remarks immediately preceding may be regarded as 
supplemental to the paper on the Zremann-Roch Theorem, to which we 
have referred above. In the paper in «question namely we proved the 
Rıemann-Roch Theorem for the case of a set of infinities corresponding to 
finite values of the variable z. 'T'he method however is also applicable in 
the case where our set of infinities includes infinities at ©. If for example, 
in addition to the infinities corresponding tho the @ finite points 


f \ ’ ] \ 
(d5113 ba); so Kr, Os,u)s 


our function may have an infinity of the first order corresponding to a given 
one of the branches at ®, its expression as given in (8.) will reduce to 
the form 


12.) +0 F (a;, uw) | ö a p | 
Sn, (2, Uu)=2""D_,(z, u) z,u 
T Mz—a)(u—b,) ' ı\ } ’ a Di 


where z, (z,«) is of degree 1 in z,« and P,_,(z,w) a funetion which is 


( 


finite for 2=%x. For the case here in question the systems of equations 


(10.) and (11.) will be 
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0+Q 
Y.. ha ken = 
RUHR Ze ((+&=V0,1,..n—3) 
he | 
r y' > A u 58 fi zu 5) ta en 9 Be , 
=o ui en, Nn— 0 Yr—1-+o, s—1—o CG._,r, 7 ih det uml...0n—2) 


u v) 


Ihe conditions which must be satisfied by the coeffiecients c are obtained 
on choosing the coeffieients €, u, Cı.1s +. © „n_, In the function 27" »,_, (z, u) 
in such manner that this function may be finite for all the branches at » 
with the exception of the one branch to which the infinity at ®© is to corre- 
spond, and on equating to Ö all the coefficients c,_,_,„_, In the system of 
equations above in which the first suffix has a value other than 1. With 
tlıis determination of the coeffieients c, there is no diffieulty in solving the 
latter of the two ‚systems of equations above for the quantities y;,. On 
substituting the values so found in the former of the two systems of equations, 
we obtain a system of equations whose interpretation offers no difficulty 
and accords with the ordinary statement of the Aremann-Roch Theorem, the 
infinities in this case being @+1 in number and including among them an 
Infinity at x. 


s 4. 

For the purposes of the present paper it will suffice to consider 
the case in which the function represented in (8.) is zero to the second 
order for each of the n branches at . 

Writing the funetion in the form 





Ga i£ IF (a;, u) pr a 1) 
(13, ru (z— a) (u—bı) T en-2\* 
| = "nn @W+z."p (&,W+.-+2”"p,@,W)+FP,(z,u) 


where the funetion P,(z, w) is zero to the second order for each of the 
branches at ©, the polynomials p, (2, %),... pP, (2, «) must evidently all vanish 
identically. As a consequence the polynomial 7,_, (2,«) must also vanish 


identically and we shall furthermore have 


(14.) C 


’ —,— (r=1,2,..,.1=8 1: se. 2,0: 
nN—S—T,Nn—S v. \ ri; 


For the case here in question then, the systems of equations (10.) 
and (11.) will be 


+9 j 
2 x y Ar 1 4 u fi r nie 
(19.) Pi; Yi d h n i+2=l,..n—1) 


1 


/. EHRT 
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s—1 0 


(16.) 3,2, €, 


0) 0 
It is evident that all 
of equations (16.) are ones 
or less than n-—1. 
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Ay 
‚n—o jr—1l} 0,s—1l—o 


{r Bolisesa 





the quantities Y,, which appear in the system 


in which the sum of the suffixes is equal to 


It is furthermore evident that all such quantities 


actually present themselves, and on putting o=0,c0=0 and considering the 


various pairs of values r,s in question, it is apparent that each of them 
presents itself in some one of the equations with e,„ as coefficient. 


In connection with the Atiemann-Roch Theorem it was proved that 


the quantities y;, 


s—l1 0 
y 
De ante 


U) 0) 


all have the value O, that is that we have 


mr 
J jir-—]l 


T DD, 


As 
5,8 


s—1l1—o 


=(. 


L 


. . 1 \ h 
appearing in the „(rn — 1) (n— 2) equations 


Of the equations in the system (16.) then, we still have to consider 
only those equations which correspond to the values 


T—_n—=S$S. 


r=n—s+l1l, E 


Now in the equations 


s—1 
%y 


U 0 


the maximum sum of the suffixes in a quantity y,_, 
This maximum evidently presents itself only in the single term « 


ev’ Ar 
u Tu DD "o9,n—0o0/f:! 
y 


-1+0,3—1 
€ 


. 
[2 ft 1: 


. It, 


Be. 


+0,8$ l „18 


—1— 


hun 


IND 
. 


corresponding to the values e=0,0=0, and, since for ı+2<{n—2 we 


have y,,=0, it follows that the n— 1 equations here in question reduce to 


the set of equations 


Eu,nYr 1 „ı =V) 
whence it follows that we have 
A ERTEE E V ir 
and the quantities Y,;, in which the sum of the suffixes has the value n—2 


are therefore all equal to O. 
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In like manner in the equations 


s—1 oO 


y' > > = _— (r=n —s-+]1 mi; 2 n 
Zoe en ER , +") 
Li = 


the maximum sum of the suffixes in a quantity Y,_140.-1-0 Br+s—2=n-1. 
Such maximum corresponds to the pair of values o0=0,0=0 only, and, 
sinee for +2<{n—1 we have y,,=0, the n equations here in question 
reduce to the set of n equations 


We have as a consequence 


y = ’ —$4 eo, ER 
Trete — () (7 N s+1:: PS ..n) 


and the quantities y,, in which the sum of the suffixes has the value n — 1 
are therefore all equal to Ö. 


From the equations (16.) then it follows that we have 
Y.,=V (i+x2=0,1,..n—1J 


and our system of equations (195.) eonsequently reduces to 


0+Q 
(39, 5, vd bi —(). (+2=0,1,..n—1) 


The most general funetion of the form (8.) which is zero to the 
second order for each of the » branches at » will therefore take the form 


18.) x i F (a;,u) 

os: * (z— a,)(u — b,) 
where the constants involved in the operators y, satisfy the conditions im- 
plied in the equations (17.). This then is the form of the most general 
rational function of z, u which is zero to the second order for each of the 
n branches at o and whose infinities, all of the first order, correspond to 
ones among the @ points (ayyı, Dsz1)s ++: (Asygs 0540): 

In like manner it may be proved that the most general rational 
funetion of 2, u which is zero to the order ? for each of the n branches 
at co, and whose infinities are included among the @ infinities here in 
question, is represented by this same form (18.) subjeet to the conditions 


Ö+4 
8) R.  I% u. 3:1 PAR 
(19. 7 ya (0. Gtr=01,..ntt3;=0,1,..n—1) 
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82. 

If the @ points (ay,1, Da41)s ++. (sro, Da, ,) eonstitute the aggregate of 
the branch points of our ceurve and if these are all simple branch points, 
the expression (18.) subjeet to the conditions (17.) will evidently represent 
the most general rational function whose integral is everywhere finite. If 
however cycles of more than two branches correspond to certain of the 
branch points, we shall have to extend the significance of the operators y; 
in the case of these points before the expression (18.) represents the most 
general function of the character in question. We have supposed namely 
in the preceding, that an operator y, corresponding to other than a multiple 
point is a constant. In the case where a cycle of v, branches eorresponds 
to a branch point (a,, 5,) we shall now take 


(20.) = 4 C, ı\; n.) 


where the coefficients c, , are eonstants. 

With the operators y, defined as in (3.) and (20.) respectively for 
the multiple points and the branch points of our ceurve, it is readily seen 
that the expression (18.) subject to the conditions (17.) represents the most 
general rational function whose integral is everywhere finite. Such funetion 
namely must be zero to the order 2 for each of the 2 branches at © and 
can only possess infinities corresponding to branch points, an infinity being 
at most of the (vw, — 1)" order in the case of a branch point (a,, b,) whose 
cyele is made up of v, branches. Any such infinity can evidently be 
accounted for by an element of the form 

F (a;, w) 
Yi (2 —a,)(u— b;) 
where y, is defined as in (20.). Our function whose integral is to remain 
everywhere finite must therefore have the form (13.), subjeet to the con- 
ditions necessary to insure that it be zero to the second order for each of 
the » branches at ©. The function will therefore also have the form (18.) 
subject to the conditions (17.), as we see on following the same course of 
reasoning as before, for the validity of our reasoning in the preceding 
depended on the single fact that in the element 


F (a,, u) 
AD — 
7 (z — a,) (u — b,) 
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we could divide through by «—Ö, before effecting the operation with 5 


/ı3 
or, what is the same thing, that we had 


Fia,u)  _ Ffaı,w)— Fla,, 5) 
Ne -a)u— db) NM a -a)um—b) ' 


This however holds good in the case of the operators y, defined in (20.) 
as well as in the case of those eorresponding to the multiple points, for in 
the case of a branch point («a,, b,) whose eyele numbers v, branches we have 


F%» (a,, b, = () (s=0,1,..77—1) 
and therefore 


F (a; . b;) 


A. 
‚+ (z—a)(uw—b; 


rs 


Denoting the number of the branch points of our curve by d and 
indieating the Ö points in question by (@5,1, Da41)s - +» (@srz da,5) respectively, we 
shall evidently have for the general Abelian integral of the first kind, the form 

» .ö m 
91.\ / . Re F (a,, u) 
\ u (—a;) (u — b;) 
where the summation is extended to all the multiple points and branch points 


of the eurve, the operators 7, being defined as in (3.) and (20.) and subject 
to the system of eonditions 


dz 


+0 
(22.) nz 73 a, bi= 0, ((+x=lV0, 1, ... n—1) 


T'he number of arbitrary constants involved in the solutions of this 
system of equations, will be equal to the difference between the total number 
of the eonstants involved in the expressions for the operators y, and the 
number of the equations which are linearly independent of one another. 

To determine the number of these linearly independent equations, 
we may proceed as follows. —Multiply the expressions on the left-hand side 
of the : n(n-+1) equations (22.) by as many arbitrary multipliers /,, and 
add. We obtain for sum 

d+J | 
(23.) 3 Zul. abi. 
+2 ——In—1 1 
On equating to 0 separately in this sum the coefficient of each of the con- 
stants c involved in the expression of the operators y,, we obtain a number 
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of equations of condition which must be satisfied by the quantities /, ,, and 
the number of these equations of condition which are independent of one 
another will evidently also be the number of the equations (22.) which are 
independent of one another. 

Now the equations of condition which must be satisfied by the quan- 
tities /;, are evidently the equations of the two systems 


1% ( O w; o x > i 1% ar \ 
(24.) \da \ y1 ) id Pi. (tl, hi Al), (r +3: B. 2:7 .d) 
Ua) I iern-1 
. oO \ 
(25.) (+5) > Dia, b=0. (3 leer] H1,...0 
A oi+rn 


The equations of the former of these two systems eorrespond to the multiple 
points and the equations of the latter system to the branch points of our 
eurve. [hose equations of the system (24.) corresponding to a given point 
(a,, b,) express that the funetion 


must possess a zero ofthe order o,—1 for each ofthe o, branches of our 
eurve passing through this point, and those equations of the svstem (25. 
corresponding to a given point (a,,b,) express that the function has v,— 1 
zeros at this point. The aggregate of the zeros here in question however 
constitutes preeisely the system of zeros of the function F/(z, v), and since 


this funetion is infinite to the order n—1 for each of the branches at 
it follows that the quotient of the funetion @(z,v) by the funetion F(z, 
is nowhere infinite and must therefore be a constant. 

The systems of equations (24.) and (25.) then determine the function 


ry » . . | ’ 
G(z,u) to a constant factor and are therefore equivalent to „n(n+1)— 1 


linearly independent equations, since this is just one less than the number 
of terms in the general polynomial in (z,«) of degree n— 1. The number 


of the equations (22.) in the coefficients of the operators y, which are linearlv 


» ’ D » ] z \ q 
independent of one another is therefore also „n(n-+1)—1 and happens to 


be just one less than the total number of these equations. Furthermore for 
the total number of the coefficients involved in the operators y, we have 


1 Az.d 
Fe \ 4 . 
41509, o,—]1) a <; u 1) 
— ol u 


D) 

Sy. 
— 

1 \ 
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as we see on referring to the expressions for these operators given in (3.) 
and (20.). On subtracting from this number the number of the equations 
(22.) which are linearly independent of one another, we obtain for the 
number of the arbitrary constants involved in the solutions of the equations 
the expression 


Ö 1 + 
v v4 . 
2,0, (5-4 Am -1) - 


nn +1)+1. 


This then is the number of arbitrary coefficients involved in the 
expression (21.) for the general Abelian integral of the first kind, or in 
other words this is the number of the linearly independent integrals of 
the first kind. 

Now the number of infinities of the funetion F,(z,v) is n(n—1) 
and the number of its zeros as we have seen in the foregoing is 


Ö S+0 
Sr y./ \ 
a 0, (9, er 1) 4 eg (v, 1). 


The number of zeros of a rational funetion of (z,«) however is equal to 
the number of its infinities and we therefore have 


Ö d+J 
S 0,(5, —1)+ er 9, —-V)=n(n-]1). 


For the number of the linearly independent integrals of the first kind 
we consequently have 


1 3 1 
„a-Da-9-2;0(-1) 
and this is the expression which was obtained for the genus of our curve 
in the paper on the Ztriemann-Roch Theorem. The number of linearly 
independent integrals of the first kind then is p, the genus of our eurve, 


and the form of the general integral is that given by formula (21.) subjeet 
to the equations of condition (22.). 


$ 6. 

Suppose now that the points (a,, b,) in the form (18.) are Ö +d+lin 
number, consisting of the multiple points, the branch points, and an additional 
point (@s4541, Ps4341), For the corresponding system of equations (17.) we 
then have 
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+d+1 


(26.) Sı ai =0: (i+x=0,1,.. 
1 


1 
These ;r(n + 1) equations in the coefficients of the operators y, are 
| Yı 


all linearly a of one another, as we see on regarding the system 


of equations 
. j },* m fr 229, , 7 ’ ) 
(2) (5) ; Bi. d Ö, (4 E00 


+r— 
O\ | 
n P» P „ 0; ”—=0, (3 0,1,.0932 Mi 7 S 
ob; F x — „fh h . 
JE P dd, b* — () 
ır% n—1 


The equations of this system namely require that in addition to the zeros 
of the function F, (z, «), the polynomial 


/ \ » > 2 pr 
((z,u)= >: /) zZ U 
/ 73, % 


it _n—]1 
u 


possess also as zero the point (@3,5.,, ds.5;,), What is impossible unless the 

polynomial vanish identically, since it is a eonstant multiple of the funetion 
a) 

F,(2, u). 


Because all of the „rn (rn + 1) equations in (26.) are linearly independent 


EZ 


of one another whereas only - n(n-+1)—1 of the ß n(n-+- 1) equations (22. 
are linearly independent, it evidently follows that, on solving for the eonstant 
Y5+5.+1 from the equations (26.), we obtain a quotient of two determinants 
of order - n(n+1) in which the numerator is O0 and the denominator has 
a value different from 0. In the case in question then the constant yy.5., in 
the form (18.) will have the value 0, what is also in accord with the faet 
that the sum of the residues of a rational funetion of (z, «) must be equal to 0, 


If however we suppose the points («a,,b,) in the form (18.) to be 
ö+d-+2 in number, including besides the multiple points and branch points 
the two additional points (@y;3;1, 05,5,,) and (Ay,342. d545,,), the residues 
corresponding to these two points do not require to have the value 0. 
Employing to designate these two points the more eonvenient notation («, 
and («, 5) and indieating the corresponding eoefficients Y, by yandy respectivelv, 
the funetion (18.) may be written in the form 
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Sy. 


(27 ) Y F (a, u) fi F(a, u) +0 F (a,, u) 
(a) (u—b) " 2 a)(u—b) Tea) (u—b)) 


\ 
\ 


and for the system of equations (17.) we shall have 


h ö+6 
(28.) ya b’+Y ar b’+ 23h Yı a7 bi == , (+x=V,1,..n—1) 
l 


If either of the quantities 7 or 7 have the value O0 these equations 
evidently require that both quantities have this value. The equations 
however evidently do not require that either of the quantities be equal to 0. 

Writing 


Er; \ h } 
F zZ. U) — ze U. And } 
ö z 


and multiplying the several equations in (28.) by the corresponding coeffi- 
cients in F, (2, u), we obtain by addition the equation 


Y F' (a, bh Be Y Fr (a, b) — (). 


This equation simply states that the sum of the two residues which 
present themselves in the expression (27.) has the value 0. On choosing 
l l 


29.) vy= =- —— 
ac / F,(a, b) ‘ F, (a,b) 


the equation in question is evidently satisfied, and the residues of the function 
represented in (27.), corresponding to the points (a, b) and (a,b), will have 
the values +1 and — 1 respectively. 

For an elementary Abelian integral of the third kind which becomes 
logarithmically infinite for the points (a,b) and (a, 5), and whose characters 
corresponding to these points are indicated by log (z- a) and —log (z- a) 
respectively, we shall then have the general form 


30, /\ yvF'(a,u) > F(a,u) + 5 N F (a,, u) | Pr 
" i . | Cd a) (u Zu b) (z ER a) (u — b) Br e (z — a;) (u _ b;) 


where the coeffiecients y and y have the values given in (29.), and the 
operators y, are subjeet to the conditions implied in the system of equations 
(28.). Ihe number ot the arbitrary constants involved in the solutions of 
this system of equations is evidently p, and this therefore is also the number 
of arbitrary coeffieients on which the general integral in (30.) depends— 
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what is otherwise obvious from the fact that the difference between the 
general integral in (30.) and a special integral of the same character, 
identifies itself with the general integral of the first kind, 


ST. 
r 1 : h Ben 
Since the 5 (n-+-1) equations of the system of equations (26.) are 
linearly independent of one another, so also are the equations of the system 
(28.) linearly independent, and these equations also as we have seen do 
not require that either of the quantities „ or 7 have the value 0, 


For the operators 7, in these equations we may write 


/ 
(31.) a“ u b) Ya ee , 9 =l,2,ud+d 
j #9)”  Fr(a,b) 
where 9, and 9, are operators of like form with y,. However we may 
determine the one set of operators 9,, it is evident that the operators y, will 
be represented by expressions of the form given in (31.), where the operators 


9, are determined on substituting these expressions for the operators y, in 
the system of equations (28.) 

We might determine a constant g and the set of operators 9, so as 
to satisfy the system of equations 


J+6 


(32. g ab" + Y —d.,, +r=0,1,2,...n- 


ge (4,d 
4 F/(a, b) Jh 1. Yı4 m 


where the eonstants d; „ have any arbitrary values. We see namely that the 
expressions on the left-hand side of these equations, regarded as functions 
of the quantity g and of the coeffieients of the operators g,, are linearly 
independent of one another, for we saw that the equations (26.) are linearly 
independent of one another. 

If in the system of equations (32.) the constants d,, all had the 
ralue 0, the constant yg would also have to be equal to 0. We shall find 
it convenient to take all the quantities d;, equal to 0, with the exception 
of some one quantity d,,. For this quantity we shall put - ‚ where & is 


an undetermined quantity and «,,, is the coeffieient of 2” w in the funetion 
F.(2,u)= Se, , uw". 


9 


Here the quantity d,,, replaced in this manner, may be any one of the 
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quantities d; „, so long as the corresponding coefficient «, , in the funetion 
F,(z, u) is different from 0. 


On multiplying each of the equations (32.) by the corresponding 
eoefficient «;, in the funetion F,(z, u) and adding, we obtain 


=E, 


4 F, (a, b) = Pi: Ü; x d. 


1,2 


By assigning a proper value to the undetermined quantity & we can evidently 
give 9 any value we please. 'T'here is nothing then to prevent us substi- 


tuting 7 for g in the system of equations (32.), and determining the operators 
9, In aceord with the system of equations 


33. yva'b* 2, ee a DE. (+2=0,1,2,..n—1 
93.) . 7" Fila, b)°" vi a ee 
where, as before, the quantities d; , all have the value 0, with the exception 
€ 


of a certain one among them d,, = 
ee, 


On substituting for the operators z, in the equations (28.) the ex- 
pressions given in (31.), and on taking account of the equations (33.), we 
evidently have for the determination of the operators g, the system of equations 
S+N 1 


34.) ai b* + > 


/ ' — (i+2=0,1,2,..n—]1) 
ı F;(a, b) 


99b4=d,, 
The eonstants y and 7 in the systems of equations (33.) and (34.) 
evidently have the forms 


en & & 


O).) A nl ze 6 BIETER ER 2 > 
ri F} (a,b) F; (a, b) 


We have seen in $ 5 that the operators 7, in the system of equations 


2.) depend on constants, whose number in the aggregate exceeds by p 


er e s s A 
the number „ n(n+1)—1 of these equations which are linearly independent 


of one another. In other words the number of these eonstants is 
N | f N 
PTrzRinTt )-1. 


This then is also the aggregate number of constants involved in the ope- 
vators 9, In the system of equations (33.). Including the quantity y then, 
this system of equations for a given value of e, involves just y+,n(n-+1) 
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u : 1 
unknown quantities, and since the 5 


n(n+ 1) equations of the system are 
linearly independent of one another it follows that their solutions involve 
p arbitrary constants. "The same is of course also true in regard to the 
equations (34.), regarded as a system of equations for the determination of 
the constant 7 and the coefficients of the operators 9,. 

On replacing in the equations (33.) and (34.) the quantities y and 7 
by their expressions given in (35.), these equations may be written in 
the form 


h) ED S 


(36.) scb’+r 2; 4, dc h% —d 4 F; (a. b). 
Pr; , 
( 
& S-+N 
N B . vy 
(34.) ea b’ + 21,9, b=d „F (a,b). 
1 , \ / 


On substituting in (31.) for the operators y, any arbitrary system of 
solutions of the equations (36.) and for the operators y, any arbitrary system 
of solutions of the equations (37.), the resulting system of operators y, will 
satisfv the system of equations (28.), and we evidently also obtain in this 
way the most general system of operators y, which satisfy this system of 
equations. — Here of course at the same time we suppose the quantities 
y and 7 in the equations (28.) to be replaced by the expressions given for 
them in (35.). — 

In the equations (36.) and (37.) and in the expressions for y and ; 
given in (35.) we shall now take e=1. The system of equations (36.) 
we may assume to be satisfied by a set of operators g, in which the coeffi- 
cients are functions of (a, 5), — regarding this point for the moment as a 
rarlable point of our courve. Among the p+in n+1)—1 coeffieients in 
question, » as we have seen are arbitrary. We may regard them as arbi- 
trary constants, or we may if we will replace them by p arbitrarv funetions 
of (a,b). Indicating by the notation 


such a set of operators g, satisfying the system of equations (36.), the 
equations (37.) will evidently also be satisfied bv the set of operators 

9, (a, b) 1,2... 048 
obtained on replaeing (a, 5) by (@,b) in the coeffieients of the operators 


9,(a, b). 
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On taking in (31.) 


%=9,(0, b), 9,=9,(4, b), (l=1,2,..0+9) 





we obtain a system of operators 
, 1 © 
(38. y,= ‚(a,b A, b (A=1,2...0+0) 
\ ) Tage F; ‚(a, b)' 9 (€ 1,6) — re er ) 


which evidently satisfy the system of equations (28.) on substituting for the 
eoefficients y and 7 in these equations the values given in (29.). On sub- 
stituting Bde values for y and 7 in (27.) and on assigning to the operators 
y, the forms given in (38.), we arrive at the expression 


1 ff F(a,u) 04 F (a;, u) 
F} (a,b) \e—a) (u—b) rag, 0) sol 





a 205 F(a, 2 d+J F(a,,u) \ 
F-(a, by (z—a)(u— ® Fi 90; b) (2— a,) (u— b)) 


which expression may be written more coneisely in the form 


age “dd | | F (a, u) d+d F(a;,u | ] 
MX - y nie Il, 
98) / da F/ (a,b) \(z—-a)(u—b) ? Zi 91(a, 6) (z--a}) Top) 


As an elementary Abelian integral of the third kind with the characters 
indicated by log (z—a) and — log (z—a«a) respectively for the points (a, 5) 
and (a,b), we therefore have the form 


md d 1 | FCa,u) 040 F (a,,ı 
40.) // _ da Fi(a,b) \@-a) a -! 5 re) gjde dz. 


This form also represents the most general elementary Abehan inte- 
gral of the third kind having the indieated characters for the points (a, b) 
and (a. 5), sinee it evidently depends upon p arbitrary coefficients, the ope- 
rators 4, (a,b) as determined by the system of equations (36.) involving this 
many arbitrary coeffieients for a definite value of e. 


$ 8. 
For an elementary Abelian integral of the second kind corresponding 
to the point (a,b), we shall have the form 
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lz 


ö k u d+0 a; 
(41.) er er F,; er b) fen mar + Si 9. (a, 6) (z en a)‘ 
obtained on differentiating the expression (40.) with regard to « and changing 
the sign. The object of the change of sign is to give +1 as the residue 
corresponding to the point (a,b). 
That the integral in (41.) is an elementary Abehan integral of the 
second kind may be verified direetly as follows. — The funetion 


wir F(a,u) _d 1 F(a,u)—F(a, b) 
da Fj(a,b) (z—a)(u—b) da Fi(a,b) (z—a)(u—b) 


is finite for all finite values of z excepting for the value z=a, as we see 
from this form on dividing through by « — b under the sign of differentiation. 
Also from the form 


d 1 F (a, u) En. 1 F(a,u)—F(z, u) 
da F;(a,b) («—a)(u—b) da Fi(a,b) (z—a)(u—b) 


we see, on dividing through by s—.« under the sign of differentiation, that 
the same funetion is finite for all finite values of u excepting for the value 
u=b. It follows that the only finite point for which this function may 
happen to become infinite is the point (@,5). For this point it actually 
becomes infinite to the second order, as is evident on writing it in the form 


1 F(a.w)— F (a,b) 1 d F(a.u)—F(a,b) 
(2 — a)’ F}; (a, b) (u— b) za da FF (a, b) (u— b) 


Also it is self-evident that in the development of this expression according 
to powers of z—a the coeffieient of (—a)" is 1. As a consequence, the 
integral-expression in (41.) has an infinity of the first order corresponding 
to the point (a,b), with the residue 1. Furthermore no logarithmie infinity 
presents itself, as may readily be verified. 


That the integrand in (41.) is zero to the order 2 for each of the n 


branches at oo may be seen as follows. — Writing 
1 d d 1 s d (3 \d,. /, 
) ylab)=— 4 v.(a, b) = — ZI 
(42.) y\ ) F/ (a, b) da Y da F},(a,b)' 9) da Fij(a,b 


our integrand will take the form 


F(a,u) 64) e F (a;, u) 
(43.) Y (a, b) (z—a) (u—b) + Zi Ya (a, b) (z—a)) (u— b. 
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and the necessary and suffieient eonditions that the function represented by 
this form may be zero to the order 2 for each of the » branches at x, are 
given by the system of equations 


+ 
(44.) Y (a j b) a’ b* + 3i Yy, (a, b) a‘; b* =). G+x=0,1,..n-—-1) 
1 


Namely the necessary and suffiecient conditions that the function (18.) may 
be zero to the order 2 for each of the n branches at © we have seen to 
be given by the system of equations (17.), and we have further pointed 
out in $ 5, that the validity of the reasoning by which we arrived at this 
conelusion depends only on the fact that the operators y, satisfy the identities 

F (a;, b;) 


Ar, ee Sa 
* (z-—-a,) (u—b,) 


0. 


In the present case we evidently have 


F(a A b) 2 A F (a;, b;) 5 
(2—a) (u—b) ad Zi\0 6) (z—.a;) (u—b,) 


'4 
rr(/ \ 
y(a,b 


so that the equations (44.) furnish the necessary and suffieient conditions 


in order that the function (43.) may be zero to the order 2 for each of 
the n branches at ®. 


That the equations (44.) are actually satisfied by the operators y 
and y, here in question is evident, for they follow directly by differentiation 
with regard to a, from the system of equations 

; x 2 Fi x 
a'b +0 9; (a,b) 
. P 7 — 1. h* = . i -=V),1,2,..n—1 
F} (a,b) 4 F; (a, b)‘ b I, d... (i+z n ) 


which are supposed to be satisfied by the operators 9, (a, b). 

It is easily shewn that the most general elementary Abelian integral 
of the second kind eorresponding to the point (a, 5b) and having the residue 1 
is given by the expression (41.). For p of the eoeffieients in the operators 
9, (a,b) are arbitrary funetions of (a,b) and therefore the integral expression 
(41.) will also involve p arbitrary functions of (a,b) in its coeffiecients, and 
regarded as a function of z will eonsequently depend on p arbitrary con- 
stants—apart of course from the constant of integration. 

Instead of representing the elementary Abeban integral in the form 
(41.), we may evidently also make use of the form 
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- Sp 1 _ Fa, u) 04 d Re F(a;, u) ie 
(45.) Ida F,(a,b) («—a)(u—b) ri 7.(a, 5) (2 — a,) (u — b;) [42 


where, on writing for brevity 


1 d d 1 
v(a,b)=—. - .; 
(a 0) F}(a,b) da er F',(a,b) 
the operators y,(a, b) are ehosen directly subject to the system of equations 
(44.). For these are the equations which express the necessary and suffi- 
cient conditions, in order that the integrand of the integral in (45.) may be 
zero to the second order for each of the r branches at . 


s 9. 

In the preceding we have obtained forms for the general Abelian 
integral of the first kind, and for the elementary Abelian integrals of the 
second and third kinds corresponding to ordinary points of the eurve. 

By successive differentiations with regard to @ of the integral given 
in (41.), we obtain integrals of the second kind which possess infinities of 
orders higher than the first, corresponding to the point (a,b), and which 
are elsewhere finite. AISo in analogy with the form given in (45.), we 
might construet such integrals in the form 

f} 1 d ) 1 F (a, u) 
"Sir Ge F}) (a,b) (z 





(46.) J+B 
. Ar, 
S, ye BR‘ (a h\ fi LE u 12, 
\ b \ 7 (z — a;) (u og b,) 


subject to the equations of condition 


ı\r ihr ö-+Ö 
a. zo (da) Io Braen (Mat. ur 
These equations namely express the necessary and suffieient conditions in 
order that the integrand in (46.) may be zero to the second order for each 
of the n branches at &. 

That the integral is everywhere finite excepting for the point («, 5) 
is apparent, and that it possesses an infinity of the 7” order corresponding 
to this point we may see on considering the expression 


"r—1! \da/ za Fila,b)(u— b) 


1 e ) l F (a, u) l / d y l F (a,u) — F(a,b) 


r—1! 


F, (a,b) (<—a)(u— b) 


da 
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Namely on regarding the expression under the sign of differentiation as a 


. 1 . . . 
product one of whose factors is __— _, we see that the differentiation can 


give rise at most to an infinity of order +1, and that such infinity can 
only present itself in connection with the element 


r F(a,u)— Fa, b) 
(2— ay+!" F;(a,b) (u— b) 


in the development of which the eoeffieient of (<—a)""*" is evidently r. 
In the development of the integral expression in (46.) then a term in (€ — a)” 
will evidently present itself with the eoefficient 1. 

T'he indieations given in $ 3 are sufficient to enable us to construet 
funetions, whose integrals are to present certain logarithmie or algebraic 
infinities corresponding to the branches at x. 

We may also readily construct integrals presenting logarithmie or 
algebraie infinities for branches passing through multiple points of the curve. 
In $ 6 of the paper on the Atriemann-Roch Theorem already referred to, we 
have seen in the case of a multiple point (a, 5) of multiplieity o that the 
funetion 

B: + m, E ar I ) 

ca ob (z2— a)(u—b) 
presents an infinity of the first order corresponding to the x" branch through 
the point, where m, indieates the inclination of the tangent to the branch 
in question, and excepting for this infinity is everywhere finite for finite 
values of 2. If then the expression (18.) is to be the integrand of an 
integral presenting a logarithmie infinity corresponding to the <'" branch 
passing through the multiple point (a,, 5,), we include in the operator y, 
an additional term of the form 


OÖ Fe 
c(- +-M, — ) 
oa, ” ob, ’ 


where ce is a constant — The operators 7, are of course still supposed to 
satisfy the equations of condition (17.),— 

It is evident that such a logarithmie infinity might also be accounted 
for on ineluding in the operator an additional term of the form 


I ya-ı 
(u) ) 














Fields, Forms for the Abelian Integrals of the three kinds. 299 


where the differentiation with regard to «a, has reference to the point (a,, b,). 
regarded as Iying on the branch of the ceurve here in question. 

If for the same branch of the ceurve our integral is to present an 
algebraie infinity of the first order, this infinity may be accounted for by 
the presence of an additional element of the form 


AN dıa-1 
WIR TON, 


da; da; 
in the operator y, appearing in the integrand represented as in (18.). More 
generally, the possession of an infinity of the vr" order on the part of the 
integral will be indicated by the presence of an additional aggregate of 
terms of the type 
2 d 0, +r—1 d Be ; | / d 97,—! 
(48.) c,( ) + C, (2) eu ) 


da; 


in the operator 7,;, for the function 


d sate-! F (a;, u) 
(49,) .. 
da; (z — a,) (u— b}) 
as may readily be shewn, possesses an infinity of the order o+1 for the 
branch in question, while for the other branches passing through the multiple 
point (a,, b,) .and for all the other finite points of the curve it remains finite. 


$ 10. 
It might be well to prove the statement in regard to the funetion 
(49.) with which we have closed the section preceding. That the funetion 
is finite for all finite points of the curve with the exception of the point 
(a,, 5,) is evident. We shall prove that it becomes infinite for only one of 
the branches passing through this point, namely for that branch on which, 
in differentiating with regard to a,, the point is supposed to lie; and further- 
more we shall prove that e+1 is the order of the infinity in question. 
We shall begin by considering the function 
in I So, +e—1 "(& 
(50.) (2 ) (2 En n) 
in which ($,n) is an ordinary point of our eurve distinet from, but as near 
as we like to, the multiple point (a,,b,),. This function we know to be 
finite for all finite points of the curve with the exception of the point (5,7). 
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We shall suppose the point ($,n) to lie on that branch of the curve through 
the point (a,, 5,) on which, in effecting the indicated differentiations in (49.), 
this point was supposed to lie. 

On dividing F($,w) by u—n under the sign of differentiation in (50.), 
we may write this function in the form 


’ 1 3777 1 +(n) ROTER 
d ae. Ft F} (u Az Draft F, (u— n) ı 


dE 


5 Me 
and on effeeting the differentiations with regard to &, this expression takes 
the form 


51 G(z — EB u—n,&n,n',m",...norte=n) 

(51.) ee 
where 7,7, ... n(°%%*?=" indieate the successive derivatives of n with regard 
to 5, and where the numerator is a polynomial in these quantities and in 
the quantities 2—$, u—n, &,n. 


For the equations to the n branches of our curve corresponding to 
the value z=& we may write 


’ Air. RR 
u=n +n F-9)+5 N (zZ) +.-, 


d 1 
a /? + N: (2 a +5 N, (z— + ah 


’ 4 1 N 
u= N + Mn (2— 8) +57 N. (z—5’+ PR 


The first of these branches passes through the point ($, 7) and it is for this 
branch alone of the n branches, as we know, that our function can become 
Infinite. 

On substituting for « its expression in terms of z—$ as given by 
the equation to the =" branch, the function (51.) will evidently assume 
the form 


ojto—1 


(> _. E\-(oi te) (E (0, +0—1) i (,te—1)\ (> _ E\r 
(52.) | Ek; =: IS NN t May May N. * )@ 5) 
\ 2. 


+P(z-$), 
where the coefficients 9,(8.7, 7... a), nn tem) are polyno- 


ı "Ix 
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mials in the quantities in parentheses and where P(r—£) is a series involving 
only positive powers of z—5. Since our function is finite for all n branches 
other than the first branch, it follows that we must have 


(07 +0-1) te) — L n) 
9,.(5; N,N,..Nn * ’ Nx, Ne N." )=Vd. r=V,1,..0, t+0—1;% Iren) 


Now letting $ approach the value «,, each one of the points 
(5, n), ($, N»), ... (5, N) 


may be assumed to move up along a distinet one ot the n branches of our 
eurve corresponding to the value z=«,, towards one of the points corre- 
sponding to this value of the variable z. "The point (£,n) in partieular 
we assume to approach the multiple point (a,, b,) along that branch throügh 
the latter point on which, in effeeting the indieated operations in (49.), the 
multiple point was supposed to lie. Together with the point (,n), of 
course, certain of the points ($, 7),...(5,n,) will approach the multiple point 


(a,, b,), each one however along a distinet branch. As & approaches o, the 
quantitiesn,n\,..nl at 1, , ng... 7°,+=V all change continuously and there- 


fore so also do the polynomials 9,(&,n,1,...n 


RE id 55 au a 9 


Baer | 
However near $ approaches to a, these polynomials have the value 0, and, 
because of their eontinuity, they will therefore also have this value when 
& goes over into a,. When & goes over into @, however, the funetion (51.) 
is replaced by the function (49.), and the polynomials in question go over 
into the coefficients of the negative powers of z— a, which present themselves 
in the developments of this funetion for n—1 of the n branches of our 
curve corresponding to the value =a,. The excluded branch is that one 


) 
of the n branches corresponding to the value z=a, on which we have 
supposed the point ($,n) to lie, that is the branch on which, in etfeeting 
the indicated differentiations in (49.), the point (a,, 5,) was supposed to lie 
With the exception then of the coefficients of the negative powers of 2 — a, 
in the development of the funetion (49.) corresponding to this branch, the 
coefficients of such powers of z—a, in the developments of the funetion 
for the several branches corresponding to the value s=a, all have the 
value 0. It follows that the funetion (49.) cannot become infinite for any 
of the branches corresponding to the value ==a«,, unless it be for that 
branch on which, in effecting the indicated differentiations, the point («@,, 5,) 


is supposed to lie. That the funetion actually does become infinite for this 
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branch we shall now 


Fields, Forms for the Abelian Integrals of the three kinds. 


shew, and we shall prove at the same time thato +1 


is the order of the infinity in question. 
We may write the function in the form 














| 8 Pr F (a;, %) 
da; (z—a;) (u—b;) 
(93.) v 7 : FD 
( o,tre—1 FH 5 F,W—-b)+ T ST (u—5,)"7" 
" 2) z—a, 
Consider for a moment a function of the type 
u—b, 1 
u er —): 2—a, en nr, ( )(- de Pe FE u be; b,) 
(54.) 
rss _ s!(w—bi) sim FE 3 De 
 @—a)+ (-a) ' (z—-a,)- Kr‘ 


where the expression 


((z—a,)) involves no negative powers of z—a,, and 


where mn is the inelination of the tangent to the branch on which in diffe- 


rentiating the point (a,, d,) is supposed to lie. 


Now on substituting for 


ı—b, from the equation to the branch 


we obtain 


fd ) 
\da; 

where ((2 
funetion (94.) cannot 


u—b; 


z— ua 


— a,))} Involves no negative powers of 2—a,. 


u—b,=m(zr—a)+", 


s!m 
(2—a,) 


s!m 


nErag rc 


r%- a —d; )ın 
It follows that the 


become infinite to an order higher than s—1 for the 


branch on which in differentiating the point (a,, 5,) is supposed to lie. 
Now consider the more general case of the function 


(59.) 


() 


(u—bi) _ 


2—-dAr 


2‘ (Ga) u ic9E (u by \ 


In any term of the summation here appearing the faetor 


cannot become infinite to an order 
yuestion, and the factor 





u—b 


Ga: 


2—a, 


greater than ©—1 for the branch in 


Ju (u b,) Br 
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certainly cannot become infinite for this branch, and, ff z— 1>s-—.ı, it will 
be zero to the order z— 1—(s—ı) at least. In any case then the term of the 
summation cannot become infinite to an order greater than 


i—1-xz+1+s—ı=5—% 


for the branch which we are considering. Since for the branch in question 
none of the terms in the summation on the right of the identity (55.) can 
become infinite to an order greater than s— x, so also can the function on 
the left not become infinite to an order greater than s—z for this branch, 
— Where, in the immediately preceding, we say of an expression that it 
cannot become infinite to an order greater than that indicated by a certain 
number and the number turns out to be negative, it suffices to interpret 
this simply as meaning that the expression in question does not become 
infinite for the branch under consideration. 


In the light of the result just arrived at we shall now consider any 
element 


] ( d ; Sa Fi rl) (u—b,)* 
x+1! 


da; 


z—a; 
of the expression on the right of (53.) other than the first element, in which 
element z=0. 


On reeardine the expression under the sien of differentiation as a 
o ie) 
product of two factors one of which is F£“*", we may write 


7 1 \ 
d )” +0—1 F;* (u — b,)* 
4 


da 2—1a; 
2 —] sc & 7 - 
dr Seal: d } Fa+n( d (u—b,)* 
2 ye S da; d \da,? z-— 0] 


Now terms of the summation on the right of this identity in which 
3+r0-5+x2<o, 


evidently vanish, for partial derivatives of F(a,, b,) of order <o, are equal 
to 0. For any term other than one of these s=g+z, and by what we 
have seen in the preceding such term cannot become infinite to an order 
greater than s—x, and therefore it can certainly not become infinite to an 
order greater than og. The expression on the left of the identity here in 
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question, and therewith the corresponding element on the right of (53.), can 
therefore not become infinite to an order greater than o. 

The preceding argument applies to all the elements on the right of 
” 3.) in ı which »—=1. The only remaining element, that namely in which 


f* ON: F}, 
da; 2-4 


If then the expression in (53.) is to possess an infinity of order higher than 
oe for the branch in question, it can only be by virtue of this element. 
On writing 


all 0, +r0— 


rem Fo at 2 seen 
(" | = 2: Pr Ya" | F, )z 2—a, 


[2 0 





we see that all the terms vanish in which s>oe, since partial derivatives of 
F(a,,b,) of order <o, are equal to 0. We may therefore write 


su ae F} RE " u , 
( F ee ——=2 ') () ie Fr 


Now no term in the summation appearing on the right of this identity can 
present an infinity of order higher than o+1, and the only term which 
possesses an infinity of this order is 


(56.) er (u) 


0 1! P) (z— a,)e+! 





which corresponds to the value s=e. 
That the coefficient in the expression (56.) is different from 0 may 


be easily verified as follows. — Indicating by m the inclination of the tan- 
gent to the branch with regard to which we are differentiating, we may write 
ac j' —! o—1l 2. 
(57.) (" P,=(2- tm 3) Pu. 


since partial derivatives of F(a,, b,) of order less than o, are equal to 0. 
Now by hypothesis the inclinations of the tangents to the o, branches 
through the multiple point (a,, d,) are all different from one another, and 
these inclinations as we know are determined from the equation in m 


6) O NR 7 
(zz +m 35) F(a,,b)=d. 
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The first derivative with regard to m of the polynomial on the left- 
hand side of this equation will then be different from 0, when for m is sub- 
stituted the inclination of the tangent to any one of the o, branches which 
pass through the point (a,, 5,). This first derivative however evidently has 
the form 


7 (Z +m a % e F,, 


and this expression being different from 0, so also is the expression on 
either side of the equation (57.) and therewith the coeffieient of (2—a,)"**) 
in (96.) different from 0. 

The function (49.) then possesses an infinity of order o+1 corre- 
sponding to the branch on which, in effeeting the differentiations indicated, 
the point (a;, 5,) is supposed to lie, such infinity arising from a term of 
form (56.) which presents itself in the development of the funetion accor- 
ding to powers of z—a;; the function being at the same time finite for 
the other branches through this point and for all other finite points on 
the curve. 


$ 11. 


We have seen how to construct the integrand of an Abelian integral 
which is to possess certain logarithmie or algebraie infinities corresponding 
to ordinary points or to multiple points of the eurve. It remains to modify 
the form of the integrand so as to take account of infinities corresponding 
to the branch points. 


Still assuming the expression (18.) subjeet to the equations of con- 
dition (17.) to represent our integrand, we see, in the case of a branch 
point («a,, b,), that an extra term of the form 


’ (5 4 ai, 


included in the operator y,, will give rise to a logarithmie infinity in the 
integral. Also such a logarithmie infinity might be accounted for by the 
presence in the operator of a term of the form 


( 
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If our integral is to present an algebraie infinity of the first order 
eorresponding to the branch point in question, it will suffice to introduce in 
the operator y, an additional element of the form 


tal Bä 


More generally the possession of an infinity of the r'* order on the 
part of the integral will be indicated by the presence of an additional 
aggregate of terms of the type 


58) tn Fe) 


in the operator 7,, for the function 


(59.) d rare! Fla,u) 
ti + \db; (z —a,) (u—b; y° 
as may readily be shewn, possesses an infinity of the (v,+o)" order for 


the point (a,, b,) and is finite for all other finite points of the curve. 


That the function (59.) eannot become infinite for finite points of the 
eurve other than for the point («,, b,) is readily seen. Namely on writing 
the funetion in the form 


© De ‚u)— F(aı,bi) 
165) (z— a;) (u — bı) 


and on dividing through by «—D, under the operator, we see, as far as 
finite values of the variable are concerned, that the function can only become 
infinite for z=a,. On writing the funetion in the form 


& ER Fla;, w—(F (2, u) 
db, (.—a,)(u—b) 


and on dividing through by <—a«, under the sign of differentiation, we see 
that the funetion cannot become infinite for z=a, unless at the same time 


we have x=Ö,. The funetion (59.) therefore cannot become infinite for any 
finite point of the eurve unless it be for the point (a,, d;). That it actually 
does become infinite for this point, and to what order, we may see on 
effecting the division by z—a, just indicated and considering the funetion 
in the form 
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( d y.. F(a;, u) en d yrıte-!G(a,,2,u) 
db; ( PR 2 


(z—a;,) (u—b}) db; uU— b; 

where @(a,,z,w) is a polynomial in a,,z,«. 
That this funetion cannot become infinite to an order higher than 
the (v, +0)" for the point in question is evident. Also on effeeting the 


indicated differentiations, the only element in the resulting expression which 
might possibly give rise to an infinity of this order is 


(te— 1)! G(a;.2,u) 
BR) E (u—b,)”} re E 


That this element actually does become infinite to the (v, +0)" order is 

rıTr®) 
apparent, for on substituting (a,, b,) for (z,”) in the polynomial @(«,. :, «) 
we obtain 


F(a,,uw)— F(z, u) 

Y =  s -. J En nl f 

G(a,,a,, b;) -[- re L. =— F., (4,5), 

an expression which has a value different from 0, since we already have 
F,, (@;,5,)=0, and because, by hypothesis, the branch point (a,, 5b,) is not 
at the same time a multiple point. 


The development of the function (59.) corresponding to any one of 
the eycle of v, branches passing through the point (a,, b,) will then present 


v,+e 
a term in (<—a,) ”*, whose coefficient is immediately furnished by the 
element (60.). Such coeffieient will evidently have the form 


(nn +0 DIE, a“ 


d’iz’ 
= | | 
x u % z . u. 
v!idwrida, ? 


/ 


where 


We see then that the inelusion of an aggregate of terms of the type 
(58.) in the operator y, corresponding to a branch point (a,,b,), gives rise 
to an algebraie infinity of the (v,+r)'" order in the integral whose integrand 
is supposed to be represented by the expression (18.) — it being understood 
of course that the coefficient c,,4,-, in (98.) has a value other than 0. 


Whether our integral becomes logarithmically as well as algebraically infinite 
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for the point in question, depends naturally on the values of the coefficients 
c in (58.). 

It may be remarked that in the definition of the operator y, corre- 
sponding to a branch point (a,, 5;), as given in formula (20.), we might 
replace the partial derivatives with regard to 5, by total derivatives, in 
which case, on adjoining an element of the type given in (58.), the extended 
operator could be written in the form 


vı+tr—1 


(61.) n= & (4). 
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